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1. Oscillations : syst•mes ˆ un degrŽ de libertŽ. 

 
Vibrations libres. Vibrations forcŽes. RŽsonance. 

 

1.1. EN PRÉAMBULE 

Les phŽnom•nes ŽtudiŽs dans un cours sur les vibrations et les ondes concernent tous les domaines 
de la physique et de lÕingŽniŽrie. Si le cours sÕintitule Ç vibrations et ondes È cela signifie quÕil y sera 
question de mŽcanique, dÕacoustique, dÕoptique, dÕŽlectromagnŽtisme et que toutes les spŽcialitŽs de 
lÕingŽnieur, auxquelles on peut ajouter lÕarchitecture dans ses aspects structures et ouvrages, y 
trouveront un intŽr•t.  

La notion principale utilisŽe dans un cours Ç vibrations et ondes È est lÕŽnergie, grandeur ˆ la fois 
intuitive et mystŽrieuse. Dans les situations de vibrations (ou dÕoscillations) lÕŽnergie est localisŽe 
dans un espace limitŽ, assimilŽ ˆ un point ou sÕŽtendant dans un volume limitŽ. Dans le cas des ondes, 
lÕŽnergie se propage ˆ partir dÕune source qui est elle-m•me un oscillateur, pour aller se dŽposer dans 
la mati•re rencontrŽe, ou redirigŽe dans sa propagation. Suivant le cas, il sera question dÕabsorption, 
de rŽflexion, de diffusion, de diffraction, de dispersion. Comme toute vibration ou onde est une 
manifestation dÕune forme dÕŽnergie, on retrouve des notions communes quel que soit le domaine. 
LÕingŽnieur, quelle que soit sa spŽcialitŽ, a besoin des notions suivantes introduites dans ce cours : 
frŽquences propres, temps de relaxation, modes de vibration, interfŽrence, vitesse de phase, vitesse de 
groupe, polarisation .... 

A un niveau tr•s gŽnŽral, on peut classer les phŽnom•nes physiques en deux grandes catŽgories : 
mŽcanique et Žlectrique. Dans le cas mŽcanique, les phŽnom•nes sont rŽgis par les lois de la 
gravitation et de lÕinertie, en relation avec la masse des objets et le champ gravitationnel associŽ. Dans 
le cas Žlectrique, cÕest le champ ŽlectromagnŽtique liŽ ˆ la propriŽtŽ de charge Žlectrique de certaines 
particules constituant la mati•re. En pratique, les syst•mes que nous rŽalisons et que nous utilisons 
sont ˆ la fois mŽcaniques et Žlectriques, et lÕŽtude des deux situations est utile ˆ lÕingŽnieur, quelle que 
soit sa spŽcialitŽ. Pour la clartŽ de lÕexposŽ il convient de se placer soit dans un cas mŽcanique, soit 
dans un cas Žlectrique. Les situations Ç mŽcaniques È sont relativement intuitives et assez faciles ˆ 
Ç comprendre È. Les situations Žlectriques le sont moins et sont le plus souvent basŽes sur la bonne 
application de conventions, qui si elles sont bien respectŽes, m•nent au bon rŽsultat, mais qui ne sont 
pas faciles ˆ suivre ˆ toutes les Žtapes. 

1.2. L’ÉNERGIE ET SES MANIFESTATIONS COURANTES 

LÕŽnergie est une grandeur fondamentale en Physique. La mati•re  et le rayonnement 
ŽlectromagnŽtique (Žm) qui constituent la partie de lÕunivers que nous pouvons observer sont deux 
formes de cette entitŽ fondamentale. Les dŽveloppements de la physique au 20•me si•cle, stimulŽs par 
les idŽes du Physicien Einstein, ont fait appara”tre une Žquivalence entre mati•re et rayonnement Žm. 
Cette dŽcouverte est rŽsumŽe dans la cŽl•bre formule E = mc2 : une quantitŽ de mati•re de masse m est 
caractŽrisŽe par une Žnergie E, c Žtant la cŽlŽritŽ des ondes ŽlectromagnŽtiques dont la forme qui nous 
est la plus famili•re est la lumi•re. 

LÕŽnergie se manifeste sous de multiples formes. Les formes dÕŽnergie suivantes interviennent dans 
les phŽnom•nes de vibrations. 

ƒnergie mŽcanique. 

 ƒnergie cinŽtique de translation : Ect = 1
2 mv2   est lÕŽnergie dÕun objet de masse m se 

dŽpla•ant en ligne droite ˆ la vitesse constante v dans un rep•re donnŽ. 
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 ƒnergie cinŽtique de rotation : Ecr = 1
2 I! 2  est lÕŽnergie cinŽtique de rotation dÕun objet de 

moment cinŽtique I et de vitesse angulaire ! . 

 ƒnergie potentielle de dŽformation : Ep = 1
2 Kx2

 
est la variation dÕŽnergie potentielle de 

dŽformation dÕun objet Žlastique allongŽ du type ressort, de raideur K, dont la longueur a variŽ dÕune 
quantitŽ x. 

 ƒnergie thermique :  Q =mCth ! T  est la quantitŽ dÕŽnergie thermique (ou chaleur) dÕun 
corps de masse m, dont la tempŽrature a variŽ de !T degrŽs. Cth est la capacitŽ thermique. 

 ƒnergie potentielle de pesanteur : ! Epp =mg ! z  est la variation dÕŽnergie potentielle de 

pesanteur dÕun corps de masse m soumis ˆ la pesanteur terrestre et dont lÕaltitude (sur une petite 
distance) varie de !z   (g = 9,81N.kg-1 ). 

ƒnergie Žlectrique : 

ƒnergie du champ Žlectrique crŽŽe par des charges q stockŽe dans un 

condensateur : EŽl =
1
2 Cu2 = 1

2

q2

C
; C est la capacitŽ du condensateur, u la tension ˆ ses bornes. 

ƒnergie magnŽtique dans une bobine dÕinductance L traversŽe par un courant dÕintensitŽ i : 
Emagn= 1

2 Li 2  . 

Les syst•mes ŽtudiŽs dans un cours sur les vibrations correspondent aux situations dans lesquelles 
une partie de lÕŽnergie varie pŽriodiquement dÕune forme ˆ une autre : de cinŽtique ˆ potentielle dans 
les syst•mes mŽcaniques, dÕŽlectrique ˆ magnŽtique dans les syst•mes Žlectriques. LÕŽnergie reste 
localisŽe si le syst•me est isolŽ. Dans le cas contraire, lÕŽnergie sÕŽchappe vers les ŽlŽments voisins et 
se propage dans le milieu environnant sous la forme dÕondes. 
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1.3. L’OSCILLATEUR LINÉAIRE À 1 DEGRÉ DE LIBERTÉ 

1.3.1. CLASSIFICATION DES OSCILLATEURS 

Suivant les conditions dans lesquelles on le place, un syst•me pourra osciller librement ou de fa•on 
forcŽe.  

 - les oscillations libres : le syst•me est mis en mouvement par une perturbation initiale (se 
traduisant par un apport dÕŽnergie) qui dure un bref instant, et, livrŽ ˆ lui-m•me, revient 
pŽriodiquement ˆ la position d'Žquilibre, 

 - les oscillations forcŽes : l'excitation est permanente, le syst•me re•oit un flux continu 
dÕŽnergie quÕil accumule en partie, transforme et/ou restitue au milieu environnant. 

On classe les syst•mes oscillants suivant leur niveau de complexitŽ. Il convient pour cela de dŽfinir le 
nombre de param•tres nŽcessaires pour le dŽcrire. 

Les syst•mes oscillants les plus simples et isolŽs ont un seul degrŽ de libertŽ et sont dŽcrits ˆ 
lÕaide dÕun param•tre unique. Ce param•tre correspond ˆ lÕŽcart par rapport ˆ la situation de repos ou 
dÕŽquilibre autour de laquelle se fait lÕoscillation.  

 - en mŽcanique, il s'agit d'une translation suivant un axe ou dÕune rotation, 

- dans les syst•mes Žlectriques il peut s'agit d'un courant de bobine, d'une charge de condensateur, 
d'un champ Žlectrique, d'une induction magnŽtique. 

Les syst•mes complexes ˆ plusieurs degrŽs de libertŽ : Un syst•me est complexe s'il est constituŽ 
d'un grand nombre de parties en mouvement pouvant Žvoluer de fa•on interdŽpendantes. A chaque 
type de mouvement correspond un degrŽ de libertŽ. Un mouvement quelconque peut •tre considŽrŽ 
comme formŽ d'un ensemble de mouvements simples ou modes dont les propriŽtŽs sont celles d'un 
oscillateur harmonique. 

 

1.3.2. LÕOSCILLATEUR Ë 1 DDL 

Un syst•me physique se comporte en oscillateur ˆ 1 degrŽ de libertŽ si son Žtat (position, Žnergie, 
...) peut •tre dŽcrit ˆ lÕaide dÕun seul param•tre. Ses particularitŽs sont : 

- un Žtat dÕŽquilibre stable, 

- des phŽnom•nes de rappel vers la position dÕŽquilibre sÕil en est ŽcartŽ par des sollicitations 
extŽrieures, 

- deux formes dÕŽnergie avec Žchange pŽriodique. 

Une excitation br•ve se traduit par une oscillation pŽriodique autour de lÕŽŽquilibre. Si T est la 
pŽriode du phŽnom•ne et s(t)  lÕŽcart par rapport ˆ lÕŽquilibre   [ On utilise frŽquement le symbole !  ],  
on a : s(t) ! s(t +T) ! s(t +2T) ! .......! s(t +nT)  . 

 

Un oscillateur mŽcanique est constituŽ de deux ŽlŽments : 

 - un composant inertiel, capable de stocker de l'Žnergie cinŽtique, 

 - un composant Žlastique, capable d'emmagasiner de l'Žnergie potentielle Žlastique et capable 
de ramener le syst•me vers sa position dÕŽquilibre.  

CÕest le cas pour les deux dispositifs suivants (figure ci-apr•s). 

- mouvement vibratoire de translation : un objet ponctuel de masse m accrochŽ ˆ un ressort de 
raideur K, lui-m•me fixŽ ˆ un b‰ti rigide, immobile dans un rep•re galilŽen (syst•me m-K), 

- mouvement vibratoire de rotation : un disque fixŽ ˆ une tige Žlastique fixŽe ˆ un b‰ti rigide, en 
rotation autour de lÕaxe de la tige. 
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Un autre cas dÕoscillateur mŽcanique ˆ 1 ddl est le pendule, pour lequel cÕest le champ de pesanteur 
qui exerce lÕaction de rappel. 

 

Fig. 1-1 :  Exemples dÕoscillateurs mŽcaniques simples ˆ 1dd.  (a) Oscillateur en 
translation, (b) oscillateur en rotation , (c) pendule. s et !  sont les Žcarts par rapport ˆ 

la situation dÕŽquilibre. 

 

LÕoscillateur est dit linŽaire si lÕaction de rappel vers lÕŽtat dÕŽquilibre est proportionnelle ˆ lÕŽcart 
par rapport ˆ cet Žtat. Pour le ressort du syst•me m-K cela signifie que la force de rappel sÕŽcrit 
Frap =! K s . Cette hypoth•se est vraie en gŽnŽral pour les petits Žcarts. Si la dŽformation augment le 

syst•me devient non linŽaire et la force de rappel sÕŽcrit : Frap =! K1 s! K2s
2 ! K3s

3 ! .... 

Les syst•mes linŽaires ont la propriŽtŽ de vŽrifier le principe de superposition : la rŽponse du 
syst•me ˆ plusieurs forces extŽrieures est la somme des rŽponses aux forces prises sŽparŽment. Dans 
la suite nous considŽrons des syst•mes dans le rŽgime linŽaire. 

 

LÕoscillateur Žlectrique ŽlŽmentaire ˆ un ddl est constituŽ dÕun condensateur, dÕune bobine et dÕune 
rŽsistance.  

 

Fig. 1-2 :  Oscillateur Žlectrique ŽlŽmentaire RLC (1ddl) :  La boucle 2 du circuit prŽsente 
des oscillations du courant lorsque lÕinterrupteur 2 est fermŽ, ˆ un moment o• le 

condensateur C est chargŽ. 

 
  

K

m O

support fixe
tige dŽfor-
mable en
torsion

s

!

disque mobile en rotation

!

!

(a)
(b) (c)

tige rigide
mobile en
rotation en
O

m

Pivot 0

RRL

C

Int.1 Int.2

boucle 1
boucle 2UG



J. F. - Vibrations et Ondes Ð 1 : Oscillations de syst•mes ˆ 1 ddl Ð p 1 - 5 

1.4. L’OSCILLATEUR MÉCANIQUE EN TRANSLATION À 1DDL EN RÉGIME LIBRE 

1.4.1. DESCRIPTION DE LÕOSCILLATEUR 

ConsidŽrons lÕoscillateur mŽcanique constituŽ dÕun objet ponctuel (O) de masse m fixŽe ˆ un 
ressort de longueur ˆ vide X0 et de raideur K et pouvant glisser sur une surface horizontale. Le ressort 
est supposŽ idŽal, cÕest-ˆ -dire de masse nŽgligeable par rapport ˆ la masse m qui est fixŽe ˆ lÕune de 
ses extrŽmitŽs. 

 

Fig. 1-3 :  Oscillateur m-K. Les forces en prŽsence lorsquÕune force extŽrieure Žcarte le 
syst•me hors de sa pos ition dÕŽquilibre.  

 

A lÕŽquilibre (O) se trouve ˆ la position X0. Si une force extŽrieure Fext agit sur (O), celui-ci sÕŽcarte 
de sa position dÕŽquilibre. Soit s(t) cet Žcart ˆ un instant t.  

 

1.4.2. BILAN DES FORCES DÕUN OSCILLATEUR M-K 

Les forces qui sÕappliquent sur (O) sont les suivantes. 

- son poids P compensŽ par la force de rŽaction du support Fsupp considŽrŽ ici ˆ lÕhorizontale. Ces 
deux forces agissent perpendiculairement ˆ la direction du dŽplacement et nÕinfluencent donc pas le 
comportement dynamique de lÕoscillateur. 

Remarque : Si la direction de dŽplacement XÕX est diffŽrente de lÕhorizontale, la position 
dÕŽquilibre est modifiŽe et on prendrait comme origine des dŽplacements cette autre position 
dÕŽquilibre. 

Les forces agissant dans la direction de dŽplacement sont : 

- la force de rappel Frap =! K s
 
; 

Remarque : Le signe (-) que le rappel se fait dans le sens opposŽ ˆ lÕŽcart (si s est positif, la force 
agit dans le sens des x nŽgatifs) 

- la force dÕinertie Fin =! m" = ! m
d2s
dt2  ; 

- la force de frottement Ffrott =! hv=! h
ds
dt

; 

v est la vitesse instantanŽe, h, le coefficient de frottement. Cette expression correspond au cas dÕun 
frottement dit visqueux ou liquide, ce qui est en gŽnŽral le cas en pratique.  

- la force extŽrieure Fext. 

X' X

m

X=X0X = 0

s(t)

(O)K

Fsupp

P

fext
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En appliquant le principe fondamental de la dynamique  ( 
F
!"

! =0
"

 ) on obtient : 

! m
d2s
dt2 ! h

ds
dt

! K s+Fext = 0 ou  

(1.1)  m
d2s
dt2 + h

ds
dt

+K s=Fext . 

 

1.4.3. SYSTéME LIBRE SANS PERTES : OSCILLATION HARMONIQUE SIMPLE (OHS) 

ConsidŽrons le cas simplifiŽ de lÕoscillateur pour lequel les frottements seraient nŽgligeables (h=0). 
Si (O) est ŽcartŽ de son Žtat dÕŽquilibre dÕune quantitŽ s(t = 0) = A puis libŽrŽ, on observera le 
rŽgime dÕoscillations dites libres. LÕŽquation diffŽrentielle sÕŽcrit alors : 

(1.2) m
d2s
dt2 +K s=0. 

Pour rŽsoudre cette Žquation et trouver lÕexpression de s(t), Žcrivons lÕŽquation sous la forme 
suivante :  

(1.3) 
d2s
dt2 +! 0

2 s=0  .  

Cette Žcriture utilise le terme ! 0 = K
m  dont le sens appara”t plus loin. 

 

1.4.3.1. RƒSOLUTION  DE LÕƒQUATION DE L ÕOSCILLATEUR LIBRE NO N AMORTI Ë 

LÕAIDE DES NOMBRES COMPLEXES. 

Le syst•me oscillant ˆ 1 degrŽ de libertŽ et sans amortissements considŽrŽ ci-dessus  nous a menŽ ˆ 

lÕŽquation diffŽrentielle suivante : 
d2s(t)
dt2 +! 0

2 s(t)=0  . 

On voit que le param•tre s (Žcart par rapport ˆ la position dÕŽquilibre) et sa dŽrivŽe temporelle du 
second ordre se combinent de fa•on linŽaire pour donner 0. La fonction exponentielle a cette 
propriŽtŽ ; il est donc logique de chercher des solutions de la forme : 

s(t)=Cert  

 o• C est une constante et r une grandeur en s-1. (rt une grandeur sans dimension). Apr•s 
remplacement dans lÕŽquation diffŽrentielle, on a : 

 C r 2 ert +C! 0
2 ert =0 . 

Cette Žquation est vŽrifiŽe pour tout C et ˆ un instant t quelconque ˆ la condition suivante : 

r 2 +! 0
2 =0, soit    ou encore . 

La solution de lÕŽquation diffŽrentielle sÕŽcrit donc : 

s(t)=C+ ej! 0t +C" e" j! 0t . 
€ 

r2  =  −  ω0
2

€ 

r  =  ±  jω0
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Fig. 1-4 :  La solution complexe de lÕŽquation diffŽrentielle en reprŽsentation du vecteur 
tournant. 

En utilisant la reprŽsentation du vecteur tournant prŽsentŽe en annexe, on voit que la somme des 
deux termes de la solution proposŽe correspond ˆ une oscillation harmonique suivant un axe en 

prenant C+ = C-. On voit aussi quÕon peut gŽnŽraliser en prenant la grandeur complexe,  C
±! =Ce± jϕ0 . 

La solution gŽnŽrale devient alors :  

 s(t)
! =C+" e jω0t +C−" e− jω0t  

 ou encore, sous la forme rŽelle : 
(1.4) s(t)=C cos ω 0t +ϕ0( )  

C et " 0 sont des constantes qui dŽpendent des conditions initiales (ˆ  t=0). 

Si les conditions initiales sont telles que dŽcrites plus haut (lÕobjet (O) est libŽrŽ sans vitesse 
initiale dÕun Žcart A), la solution devient : 
(1.5) s(t)=Acos ! 0t( ) . 

Le mouvement est donc sinuso•dal ; lÕoscillateur est dit harmonique. 
 

1.4.3.2. PARAMéTRES DE L 'OSCILLATEUR HARMONIQ UE 

Il existe au moins deux raisons ˆ l'Žtude des oscillations harmoniques des syst•mes ˆ 1 degrŽ de 
libertŽ. 

  La premi•re raison est physique : un grand nombre de vibrations suit une variation 
sinuso•dale, par exemple dans tous les syst•mes mŽcaniques lŽg•rement dŽplacŽs de leur position 
d'Žquilibre ; c'est en fait presque toujours le cas lorsque l'amplitude est petite, lÕamplitude Žtant 
dŽfinie comme la valeur maximale de la grandeur caractŽristique (Žlongation, rotation, dŽplacement, 
É).  

 La deuxi•me raison est mathŽmatique ; elle est due ˆ la dŽcouverte de Fourier (1807) : Ç Toute 
perturbation qui se rŽp•te de fa•on pŽriodique avec une pŽriode T, peut •tre considŽrŽe comme la 
superposition de vibrations purement sinuso•dales de pŽriode T, T/2, T/3 , É  La vibration ˆ la pŽriode 
T est la vibration fondamentale, les autres sont des harmoniques. Les amplitudes des diverses 
vibrations dŽpendent de la perturbation considŽrŽeÈ. 
 

Le param•tre s(t) dÕun oscillateur libre non amorti sÕŽcrit : 

s(t)=Acos ω 0t +ϕ0( ) . 

s-ω0t

ω0t

ϕ0

s

−ϕ0
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La grandeur caractŽristique est ! 0 = K
m  (rad.s-1), la pulsation propre ou frŽquence angulaire. 

Les autres grandeurs qui en dŽpendent sont : 

- la frŽquence propre f0 =
1

2!
" 0  (Hz) et  

- la pŽriode propre des oscillations T0 = 1 f0
= 2π
ω 0

=2π m
K  (s). 

A, l'amplitude de lÕoscillation, correspond ˆ lÕŽcart maximal par rapport ˆ la position dÕŽquilibre. 

La grandeur Φ =ω0t +ϕ0   est appelŽe Ôangle de phaseÕ ou phase.  

! 0 est la phase ˆ lÕinstant t=0 pris origine (ou phase initiale), dŽpend des conditions initiales du 
mouvement (position et vitesse ˆ t=0). Si ̂  t = 0 les syst•me est dŽviŽ de sa position dÕŽquilibre et la 
vitesse est nulle, alors ! 0 = 0. 

 

Fig. 1-5 :   Oscillation sinuso•dale (ou harmonique) s(t) = A cos (" 0t + ! 0)). LÕintervalle de 
temps T entre deux passages successifs par le maximum est la pŽriode 

dÕoscillation T0 

 

1.4.3.3. VITESSE ET ACCƒLƒRATION  DE LÕOSCILLATEUR  

La vitesse est obtenue en dŽrivant la position s(t) : 

€ 

v(t)  =  
ds(t)
dt

 =  − Aω0  sinω0t  +  ϕ0( )  =  Aω0  cosω0t  +  ϕ0 +
π
2

& 

' 
( 

) 

* 
+  

La valeur maximale (ou amplitude) de la vitesse est donc 

€ 

V  =  ω0A . Le dŽphasage entre vitesse 
et position est de !/2. La reprŽsentation vectorielle est montrŽe ci-apr•s. 
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Fig. 1-6 :  ReprŽsentation vectorielle de lÕŽlongation et de la vitesse dÕun oscillateur 

 LÕaccŽlŽration est obtenue en dŽrivant la vitesse : 

!  

" (t)  =  
dv(t)

dt
 =  #  A$ 0

2  cos$ 0t  +  %0( )  =  #$ 0
2  s(t). 

Remarque : Il appara”t que l'accŽlŽration est proportionnelle ˆ la position. Cette relation est utilisŽe 
en pratique pour obtenir la variation de la position d'un objet oscillant ˆ partir de la mesure de son 
accŽlŽration. 

 

1.4.3.4. RELATION ENTRE LES  C ONDITIONS INITIALES ET LES PARAMéTRES 

D'OSCILLATION  

Soit un corps subissant un mouvement pŽriodique dŽfini par la distance s(t) du corps ˆ sa position 
dÕŽquilibre  

!  

s(t)  =   Acos" 0t  +  # 0( )  : 

- la 'position' est comprise entre ÐA et +A sur un axe xÕOx (lÕorigine de lÕaxe est la position 
dÕŽquilibre), 

- la pŽriode du mouvement est T = 2!/" 0 . 

La situation ˆ t=0 est bien dŽfinie avec  s(t=0)= S0 et ds/dt = V0 ˆ cet instant sont connus. On peut 
Žcrire 

 s(0) = S0 = A cos ! 0  et V0 = - " 0 A sin ! 0.  

En connaissant S0 et V0 il est donc possible de dŽterminer l'amplitude et la phase initiale d'un 
mouvement harmonique simple dont la pulsation " 0  est connue : 

(1.6)  

!  

A  =  S0
2  +  V0

" 0

# 

$ 
% 

& 

'  
( 

2

 et   tan ! 0( ) = !   
V0

" 0 S0

. 

Les deux cas particuliers de conditions initiales sont :  
- l'impulsion initiale avec s(0)  = 0 et ds/dt (ˆ t=0) = V0 et  
- le  Ôl‰cherÕ : s(0) = A et V0 = 0. 

Un mouvement rŽel ne pouvant en pratique durer qu'un temps limitŽ ˆ cause des pertes par 
frottements, l'Žquation ne peut dŽcrire une vibration rŽelle qu'avec une certaine approximation. 

 

1.4.3.5. REPRƒSENTATION DE L 'OSCILLATEUR HARMONIQ UE DANS L 'ESPACE DE 

PHASE  

L'espace de phase est constituŽ d'un rep•re ayant pour coordonnŽes l'amplitude du mouvement et 
sa dŽrivŽe par rapport au temps (cÕest-ˆ -dire la vitesse vibratoire). Une trajectoire de phase dÕun 
mouvement vibratoire est sa reprŽsentation dans lÕespace de phase pour des conditions initiales 
(position et vitesse) donnŽes. Une pŽriode d'un mouvement pŽriodique est reprŽsentŽe par une ligne 
fermŽe. Pour un oscillateur harmonique, l'amplitude Žtant donnŽe par 

€ 

s(t)  =  A cosω0t  +  ϕ0( )  la 
dŽrivŽe temporelle s'Žcrit : 

A! 0A

Vitesse

! 0t+" 0

Elongation
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(1.7) 
ds
dt

=v(t)=−Aω 0 sin ω 0t +ϕ0( )  

Un cycle du mouvement se traduit dans l'espace des phases par une ellipse d'Žquation :  

(1.8)  

€ 

s2

A2  +  v 2

A2ω0
2  =   1 

L'amplitude A est le param•tre caractŽristique de la courbe de l'espace de phase.  

Pour un mouvement plus compliquŽ d'ordre n (n = nombre de translations et de rotations), lÕespace 
des phases est dŽfini par n positions et n vitesses. 

1.4.3.6. ƒNERGIE DE LÕOSCILLATEUR MƒCANIQU E NON AMORTI 

Les deux formes dÕŽnergie de lÕoscillateur 

Un oscillateur est qualifiŽ de non-amorti ou conservatif, si la diminution de l'amplitude au cours du 
temps, due aux phŽnom•nes de dissipation de l'Žnergie sous forme de chaleur, est infŽrieure ˆ la 
sensibilitŽ des instruments. Dans le syst•me masse-ressort, lÕŽnergie totale est la somme  

- de lÕŽnergie cinŽtique de la masse et de  

- lÕŽnergie potentielle de dŽformation (compression ou extension) du ressort. 

En Žcrivant lÕŽlongation sous la forme  s(t) = A cos (" 0t + ! 0), on a les valeurs suivantes pour 
lÕŽnergie cinŽtique et lÕŽnergie potentielle instantanŽe pour un Žcart s par rapport ˆ la position 
dÕŽquilibre : 

(1.9)  

!  

Ecin  (t)  =  
1
2

 m v2(t)  =   
1
2

 m 
ds
dt

" 

# 
$ 

% 

& 
'  

2

 

=  
1
2

 m ( A ) 0( )2
 sin2 ) 0t +* 0( )  =  

1
2

 A2  K  sin2 ) 0t +* 0( )   

 

LÕŽnergie potentielle est obtenue en calculant le travail de la force exercŽe par le ressort, soit 
lÕŽquation : 

 

!  

Epot  (t) = Epot  (s) =  " " Kx( )  dx
0

s

#  =  1
2

 Ks2   soit ici :  

(1.10) 

!  

Epot  (t) =  
1
2

 K  A2  cos2 " 0t +# 0( )   

L'Žnergie totale E du syst•me pour un Žcart quelconque s est Žgale ˆ la valeur maximale de lÕune et 
lÕautre de ces expressions qui sont Žgales pour des raisons Žvidentes de conservation de lÕŽnergie :  

(1.11) 

!  

Etot  =  
1
2

KA2  cos2 ..( ) + sin2 ..( )[ ]  =  
1
2

KA2 =   
1
2

m" 0
2A2  =  const.  

NB : L'Žnergie est proportionnelle au carrŽ de l'amplitude. Ce rŽsultat est valable quel que soit le 
type de vibration considŽrŽe. 

 

Approche ŽnergŽtique pour dŽcrire un mouvement vibratoire. MŽthode de Rayleigh 
de dŽtermination de la frŽquence propre 

LÕŽquation diffŽrentielle obtenue ˆ partir de lÕŽnergie 

Soit une masse en oscillation au bout dÕun ressort idŽal de raideur K et se dŽpla•ant suivant un axe 
xÕOx. S'il est possible de considŽrer que la masse du syst•me est concentrŽe au bout d'un ressort ˆ 
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rŽponse linŽaire, l'Žquation de mouvement peut •tre obtenue ˆ partir de la loi de conservation de 
l'Žnergie mŽcanique totale E : 

(1.12) 

!  

1
2

 mv2  +  
1
2

 Ks2  =  E    = Const, ou 
d Ecin + Epot( )

dt
= 0  

avec s, lÕŽcart par rapport ˆ la position dÕŽquilibre. On peut retrouver la forme diffŽrentielle 

!  

m 
d2s
dt2  +  Ks =  0 en calculant la dŽrivŽe ci-dessus. 

Oscillateur m-K ˆ masse rŽpartie 

Il est possible de dŽterminer " 0 en utilisant le principe de conservation de l'Žnergie. Cette mŽthode, 
dite de Rayleigh permet de prendre en considŽration les inerties de toutes les masses en mouvement, y 
compris celle du ressort si celle-ci n'est pas nŽgligeable devant la masse en oscillation. 

Hypoth•ses utilisŽes :  

 ¥ la dŽformŽe dynamique est voisine de la dŽformŽe statique. 

 ¥ le mouvement est dŽcrit par s(t) = x = A cos (" 0 t). 

On Žcrit qu'ˆ s = 0, toute l'Žnergie est sous forme cinŽtique et qu'ˆ x = A, toute l'Žnergie est sous 
forme potentielle, soit :  Ecin(0) = Epot(A) . On ajoute la condition 

  ETot = constante ou (ce qui revient au m•me)  

(1.13) 

!  

d
dt

(Ecin + Epot)= 0. 

Exemple : Utilisation de la mŽthode de Rayleigh pour prendre en compte la masse du ressort dans 
le syst•me masse-ressort. 

 

Fig. 1-7 :  Oscillateur avec ressort de masse non nŽgligeable 

 

Soit un oscillateur du type Masse-Ressort dans lequel la masse du ressort nÕest pas nŽgligeable (fig. 
ci-dessus). Si la masse linŽique du ressort est ", sa masse totale est Žgale ˆ : mr = " L 0 , L0  Žtant la 
longueur ˆ l'Žquilibre. Calculons les Žnergies. 

(1.14)  

!  

Epot(A)  =  
1
2

 KA2  

(1.15) 

!  

Ecin  =  
1
2

 m v2  +  Ecin(ressort) 

r

dr

m

mr

K

L0

X!

X



J. F. - Vibrations et Ondes Ð 1 : Oscillations de syst•mes ˆ 1 ddl Ð p 1 - 12 

Soit l'ŽlŽment de ressort de longueur dr et de masse "dr, dŽfini par sa position r sur l'axe xÕx. Un 
dŽplacement s(t) de la masse m entra”ne une dŽformation du ressort correspondant ˆ un dŽplacement 

dr donnŽ par  

€ 

s(t)  r
L0

  .  

LÕŽnergie cinŽtique maximale dÕun ŽlŽment de ressort dr (masse "dr), situŽ ˆ la distance r du 
support est donnŽ par : 

€ 

dEcin  =  1
2

 (µdr)  Aω0  r
L0

# 

$ 
% 

& 

' 
( 

2

 puisque sa vitesse maximale est Žgale 

!  

A" 0  
r
L0

. 

Il en rŽsulte que lÕŽnergie cinŽtique totale ˆ lÕŽlongation maximale est Žgale ˆ :  

€ 

Ecin  =  1
2

 m A2ω0
2  +   

!  

1
2

 µ A  " 0  
 r
L0

# 

$ 
% 

& 

'  
( 

0

L0

)
2

 dr  =   

!  

1
2

 A2" 0
2  m +

mr

3

# 

$ 
% 

& 

'  
(  . 

On part donc de lÕŽquation  

!  

1
2

 A2" 0
2  m+

mr

3

# 

$ 
% 

& 

'  
(  =  

1
2

 KA2  pour dŽduire " 0 :  

(1.16)   

!  

" 0  =  K

m  +  mr
3

. 

Remarques :  

1 - La masse rŽpartie du ressort intervient comme si 

€ 

1
3

 de sa valeur s'ajoutait ˆ la masse m. Les 

rŽsultats restent valables m•me si mr # m (1 ˆ 2% d'Žcart).  Si m # 0, lÕhypoth•se dÕun allongement 
proportionnel ˆ la distance ˆ lÕextrŽmitŽ fixe, nÕest plus valable et lÕŽcart devient plus important, de 5 ˆ 
10%. 

2 - Pour les inerties rŽparties en torsion, on trouve le m•me rŽsultat. 

 

1.4.4. OSCILLATIONS MƒCANIQUES AMORTIES 

1.4.4.1. MODƒLISATION DE L 'OSCILLATEUR AMORTI S IMPLE 

La mise en Žquation d'un mouvement oscillatoire passe par une phase de modŽlisation dans 
laquelle on cherche ˆ simplifier. Les syst•mes oscillants, bien que variŽs prŽsentent des analogies. Il 
s'agit dans chaque cas de trouver la raideur Žquivalente, la masse ou l'inertie Žquivalente. 

Dans un syst•me physique rŽel, il y a toujours  

¥ des frottements qui s'opposent au mouvement dans les syst•mes mŽcaniques et  

¥ des rŽsistances qui s'opposent au passage du courant dans les syst•mes Žlectriques. Il en rŽsulte un 
amortissement des oscillations qui a pour effet de diminuer la quantitŽ d'Žnergie prŽsente dans le 
syst•me en la convertissant en chaleur. Le syst•me est alors dit dissipatif. LÕŽnergie dans le syst•me 
diminue de fa•on non rŽversible. 

L'analyse d'un probl•me de vibration passe par une simplification dans laquelle les ŽlŽments 
essentiels de l'oscillateur sont identifiŽs. On ram•ne si possible le syst•me ˆ un ensemble de 3 
ŽlŽments pour  chaque degrŽ de libertŽ :  

- l'ŽlŽment Žlastique (symbole K) 

- une masse Žquivalente m (aux masses rŽparties ou ponctuelles),  
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- des frottements dans les liaisons entre les divers ŽlŽments du syst•me ou interne ˆ la structure ; les 
frottements se traduisent par une force qui sÕoppose au mouvement et proportionnelle ˆ la vitesse 
instantanŽe ( Ffrott  = ! h v  ). 

 

 

Fig. 1-8 :  ReprŽsentation d'un syst•me masse -ressort, amorti par le frottement (Mod•le 
mkh). L'Žtat de l'oscillateur est dŽfini par lÕŽcart s de la masse par rapport ˆ une 

position d'origine X=0 correspondant ˆ la position d'Žquilibre statique . 

1.4.4.2. L'ƒQUATION DIFFƒRENTIELLE DANS LE CAS D'UN FROTTEMENT VISQUEUX 

Dans un syst•me masse-ressort (figure ci-dessus), les frottements visqueux provoquent une force 
proportionnelle et opposŽe en sens ˆ la vitesse :  

(1.17) Ff  = !  h v  = !  h!
ds
dt

, h Žtant le coefficient de frottement. L'Žquation de mouvement dŽrivŽe 

de la loi de Newton s'Žcrit alors :  

(1.18) m 
d2s
dt2

 = ! h 
ds
dt

 ! Ks ou  

(1.19) 
d2s
dt2

!+!
h
m

!
ds
dt

!+!
K
m

!s!=!0  

Le mouvement suit donc une variation obtenue par rŽsolution dÕune Žquation pouvant •tre Žcrite 
sous la forme canonique suivante : 

 

(1.20) 
d2s
dt2 !+!2! !

ds
dt

!+!" 0
2 !s!=!0  ; 

! = 
h

2m
est un coefficient qui caractŽrise la dŽcroissance de l'oscillation en raison des frottements. 

!  

" 0  =  K
mest la pulsation propre de lÕoscillateur non amorti. 

Une autre forme canonique possible est la suivante : 

(1.21) 

!  

d2s
dt2  +  

" 0

Q
ds
dt

  +  " 0
2s =  0 

dans laquelle on a introduit un coefficient (ou facteur) Q dit de qualitŽ : 

(1.22) 

!  

Q =  
" 0

2#
 dont la signification appara”tra plus loin. 

On cherche une solution sous la forme suivante : 
(1.23) s t( )  = C!.!ert . 

Apr•s remplacement dans lÕŽquation diffŽrentielle on obtient lÕŽquation caractŽristique pour r : 
(1.24) 

!  

r 2  +  2" r  +  # 0
2  = 0. 

K

m

s

x!

h

X=0

support 
fixe

x
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Les solutions de cette Žquation du second degrŽ sont complexes et dŽpendent de la valeur (-, 0 ou 
+) du discriminant rŽduit 

!  

" #  =  $ 2  % &0
2 et en fait de l'importance du terme d'amortissement. 

On distingue 3 types de rŽponses en fonction de $ : 

¥   

€ 

β <ω0  (faible amortissement), rŽgime de pseudo-oscillations dans lequel on observe des 
oscillations mais avec une amplitude qui dŽcro”t dans le temps. 

¥   

€ 

β =ω0, le syst•me apr•s avoir ŽtŽ ŽcartŽ de la position revient en un minimum de temps sans 
osciller. 

¥   

€ 

β >ω0 (grand amortissement), la rŽponse ˆ une excitation est apŽriodique, le syst•me nÕoscille 
pas. 

Remarque : D'autres Žcritures du coefficient d'amortissement sont possibles, par exemple: 

d 2s
dt2  + !

m
ds
dt

  + " 0
2s = 0

   
[ Benson.3-09]. Le coefficient $ prŽsente l'avantage d'un interprŽtation 

simple de la courbe de rŽponse temporelle.  

 

1.4.4.3. RƒGIME OSCILLATOIRE A MORTI OU  PSEUDOPƒRIODIQUE 

Le discriminant de l'Žquation caractŽristique est nŽgatif 

€ 

β <ω0 (et 

!  

Q >  
1
2

) ; ce cas correspond ˆ 

un amortissement faible. Cette condition am•ne  ̂un rŽgime dÕoscillation dans lequel une pŽriodicitŽ 
appara”t, mais avec une amplitude qui dŽcro”t dans le temps; la rŽponse n'est donc plus harmonique.  

Les deux racines de lÕŽquation caractŽristique sÕŽcrivent alors : 

(1.25) 

!  

r1,2  =  " #  ±  j $ 0
2 " # 2 .  

On pose ! p = ! 0
2 " # 2 =

K
m

"
h2

4m2   ce qui entra”ne que r1,2 = ! β ± j  ωp . 

La solution de l'Žquation diffŽrentielle s'Žcrit alors : 

(1.26) s t( )  = e−βt  C1 cos ωpt( ) + C2  sin ωpt( ) "# $%   

quÕil est plus pratique dÕŽcrire sous la forme (les coefficients sÕinterpr•tent facilement) : 

 
s(t) = A0 e

−βt cos ω pt +ϕ0( ) . 

(Une expression en sinus convient Žgalement, cela modifie simplement la constante ! 0). 

ωp est la pulsation propre de lÕoscillateur amorti (ou pseudo-pulsation) : le syst•me passe 
pŽriodiquement par la position dÕŽquilibre, mais avec une amplitude dÕoscillation qui dŽcro”t dÕune 
pŽriode ˆ lÕautre. ϕ0 et A0 sont respectivement la phase et l'amplitude initiales (ˆ t=0) ; ces deux 
param•tres dŽpendent des conditions choisies ˆ cet instant.  

Le mouvement amorti peut •tre aussi caractŽrisŽ par sa frŽquence propre appelŽe pseudo frŽquence  

 

€ 

f p  =  1
2π

 ω0
2  −  β 2  ou sa pŽriode Tp =

2π
ω 0

2 − β 2
   (pseudo pŽriode).  

En utilisant le coefficient de qualitŽ introduite plus haut, la pseudo-pulsation sÕŽcrit : 

(1.27) ω p = ω0 1 !  1
4Q2  . 
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" 0 et " p  peuvent •tre confondues en pratique pour un amortissement faible ( et donc Q grand). 
 
Il en rŽsulte pour la pseudo-pŽriode : 

(1.28) Tp = 
2!
" p

!=!T0 !
1

1 !  
1

4Q2
 

. 

 

 

Fig. 1-9 :  Amplitude d'un oscillateur amorti en fonction du temps .   

Tp = 

!  

2"
# p

 est la pseudo-pŽriode.  %a est la constante de temps de dŽcroissance de lÕamplitude  

L'amplitude d'oscillation dŽcro”t de fa•on exponentielle avec un  facteur de dŽcroissance $ . 
  Remarque : Les maxima ne se trouvent pas exactement ˆ mi -chemin entre les 'zŽros'.  

 

La grandeur ! a = 1
"  une constante de temps (ou temps de relaxation en amplitude) qui 

caractŽrise la dŽcroissance de lÕamplitude de la vibration, indique le temps nŽcessaire pour que 

lÕamplitude passe de 

!  

Amax = A0 ˆ t=0 ˆ 

!  

Amax
e = 0,37 Amax ˆ t = %a). D'un point de vue 

expŽrimental, $ peut obtenu en relevant les valeurs maximales successives de l'amplitude et 
l'application de la relation : 

(1.29) !  = 
! 1

t2 !  t1
 ln 

A2

A1

"

#
$

%

&
' . 
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On utilise aussi parfois le dŽcrŽment logarithmique & comme param•tre caractŽristique de la 
dŽcroissance de l'oscillation :  

(1.30) !  = ln 
An

An+1

!

"
#

$

%
& = " Tp = 

Tp

#a

= 
$ 0

2Q
Tp = 

2%

4Q2 ' 1
. 

La mesure du dŽcrŽment logarithmique permet dÕaccŽder au coefficient de qualitŽ de lÕoscillateur.  

1.4.4.4. REPRƒSENTATION D 'UN OSCILLATEUR AMORT I DANS L 'ESPACE (OU PLAN) 
DE PHASE 

L'amplitude d'un oscillateur amorti variant dans le temps, la courbe reprŽsentative de l'espace de 
phase n'est plus fermŽe, mais se rapproche progressivement de l'origine. 
 

 

 

Fig. 1-10 :  Diagramme de phase de lÕoscillateur amorti 

 

1.4.4.5. MOUVEMENT APƒRIODIQUE  CRITIQUE 

Dans le cas o• on a : 

!  

" 0  =  #    (
Q = 

1
2

), il n'y a plus d'oscillation. L'amortissement est dit alors 

critique, ce qui correspond au coefficient suivant :  

(1.31)  !  = ! crit  =
hcrit

2m
 =" 0 = K

m  

soit pour le frottement, un coefficient  hcrit  = 2 mK . 

L'Žquation caractŽristique a une racine double    

!  

r1,2  =  "  #  =  "  
K
m

 . 

La fonction  C1 e
! ! 0t  est une solution de lÕŽquation. La fonction  C2 t e

! ! 0t   Žtant Žgalement 
solution, la solution gŽnŽrale sÕŽcrit :  
(1.32) s = C1 + C2 t( ) e! ! 0t . 

Le retour et lÕimmobilisation ˆ la position d'Žquilibre se fait en un temps minimum.  

s

v

x

t=0

t=Tp
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La condition dÕamortissement critique est recherchŽe pour les machines et les vŽhicules. Le rŽgime 
est obtenu  

Remarque : Ce rŽgime critique Žtant un rŽgime particulier (pour $ supŽrieur, il nÕy a plus 

dÕoscillation), on utilise parfois un coefficient d'amortissement  rŽduit !  = 
h

hcrit

 = 
"

# 0

 pour indiquer la 

quantitŽ dÕamortissement dans le syst•me. Ce param•tre est important dans les probl•mes de 
rŽsonance en excitation permanente (rŽgime forcŽ). 

1.4.4.6. RƒGIME SURAMORTI (OU APƒRIODIQUE ) 

 Dans le cas o• on a 

!  

 "  >  # 0 (et 

!  

Q <  
1
2

) les constantes d'intŽgration r1 et r2 sont rŽels et 

nŽgatifs et le mouvement ne prŽsente pas de pŽriodicitŽ. r1 et r2 sont solution des Žquations  

!  

r1  +  r2  =  " 2#    et  

!  

r1r2  =  " 0
2   soient : 

!  

r1  =  " # + # 2 " $ 0
2

     et   

!  

r2  =  " # " # 2 " $ 0
2

 et la solution gŽnŽrale sÕŽcrit : 
(1.33) 

!  

s(t)  = C1  er1t  +  C2  er2t   . 

Ce rŽgime est dit apŽriodique ou suramorti. Suivant les conditions initiales, la masse en oscillation 
franchit la position d'Žquilibre 1 fois ou 0 fois. 

En rŽgime apŽriodique le retour ˆ la position dÕŽquilibre est moins rapide quÕen rŽgime critique. 

 

Fig. 1-11 :  RŽgimes apŽriodiques d'un oscillateur suramorti. Le rŽgime critique permet un 
retour plus rapide ˆ la position dÕŽquilibre que les autres rŽgimes. 

 

1.4.4.7. ƒNERGIE D'UN OSCILLATEUR  MƒCANIQUE AMORTI 

DŽcroissance de lÕŽnergie au cours du temps 

L'Žquation suivante est celle du bilan des forces m
d2s
dt2

 + Ks = ! h!
ds
dt .

 

En multipliant tous les termes  par la vitesse  ( F
!"

!.!v
"
!!!ou!!F!.!v )  mv

d2s
dt2

 + Kv s = ! h!v
ds
dt  

on 

obtient  une expression qui peut s'Žcrire sous la forme :  

s

t

rŽgime suramorti

rŽgime critique

!  

"  =  # 0 
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(1.34) 
d
dt

1
2
mv2 + 1

2
Ks2⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ =P(t)  

Ce qui se vŽrifie en Žcrivant : 

dE
dt

=   d
dt

1
2
m ds

dt
!

"
#

$

%
&

2

 + 1
2
Ks2

!

"
##

$

%
&&  = m

ds
dt
 d

2s
dt2 + Ks 1

2
ds
dt

 =  m d 2s
dt2  + Ks

!

"
#

$

%
&
ds
dt .

 

Le terme de gauche correspond ˆ la variation de l'Žnergie totale du syst•me ˆ un instant donnŽ. Le 
terme de droite, dŽsignŽ par P correspond ˆ la puissance instantanŽe de la force de frottement. On a 
donc : dETot = P dt. La force de frottement transforme l'Žnergie de l'oscillateur en chaleur. L'Žnergie 
dissipŽe pendant un temps #t correspond au travail de la force de frottement pendant ce temps.   

Calculons lÕŽnergie en  partant de lÕexpressions(t)=A0 e
−βt sin ω pt +ϕ0( )  

 , et en supposant que le 

facteur e−βt
 
peut •tre considŽrŽ constant sur une pŽriode : 

ƒnergie cinŽtique : 

Ecin =
1
2
mv2 = 1

2
m ds

dt
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
2

= 1
2
mA0

2 e−2βt β 2 sin2 ω pt +ϕ0( ) +ω p
2 cos2 ω pt +ϕ0( )− 2βω p sin ω pt +ϕ0( )cos ω pt +ϕ0( )⎡⎣ ⎤⎦

 

La valeur instantanŽe nÕest pas tr•s intŽressante, considŽrons la valeur moyenne sur une pŽriode (en 
considŽrant le facteur e−βt

 
constant ) :  

Ecin = 1
2
mA0

2 e−2βt 1
2

β 2 +ω p
2( )⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥
= 1
4
mA0

2ω 0
2e−2βt  

ƒnergie potentielle : 

Epot =
1
2
Ks2 = 1

2
K A0

2 e−2βt sin2 ω pt +ϕ0( )  

La valeur moyenne est Žgale ˆ (avec la m•me hypoth•se que ci-dessus) : 

Epot = 1
2
KA0

2 e−2βt  

On a bien : Epot = Ecin  et lÕŽnergie totale est Žgale ˆ :  

E(t)= Etot (t)=
1
2
KA0

2 e−2βt = 1
2
KA0

2 e
− t

τ énergie  

LÕŽnergie dŽcro”t donc avec un temps caractŽristique (constante de temps ou temps de 
relaxation) : 

(1.35) τ énergie =
1
2β

= 1
2
τ amplitude . 

Remarque : Il est pratique de considŽrer un temps caractŽristique pour la dŽcroissance de l'Žnergie, 

tel que lÕŽnergie de lÕoscillateur passe de la valeur initiale E0 ˆ 

!  

E0
e2  = 0,13 E0  soit 13% (de la 

valeur initiale est Žgal ˆ τ
1/e2

=τ13%del 'énergie =2τ relax.énergie =τ relax.amplitude = 1β .   
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Si on consid•re le temps nŽcessaire pour que 90% de l'Žnergie soit absorbŽe dans les frottements, 
cela donne : 

E(! 10%)= E0 e
" ! 10%

2# = 0,1E0  
soit  

! 10%!=!
ln 0,10( )

! 2"
 
.
 

En pratique, il est donc raisonnable de considŽrer que le mouvement dure un temps Žgal ˆ environ 
4 fois le temps caractŽristique (ou temps de relaxation) en Žnergie τenergie. 

 

  

  

Fig. 1-12 :  DŽcr
oissance de 

lÕŽnergie dÕun 
oscillateur 
amorti ˆ 

partir dÕune 
valeur initiale 

E0. 

 

Ce rŽsultat n'est valable que si la dissipation d'Žnergie est due ˆ une force proportionnelle ˆ la 
vitesse. C'est le cas des syst•mes mŽcaniques avec frottement visqueux ; ce ne serait pas le cas avec un 
frottement sec. Beaucoup de phŽnom•nes physiques prŽsentent des analogies avec l'oscillateur 
mŽcanique ralenti par un amortissement visqueux. 

Remarque : Il est possible de retrouver l'Žquation diffŽrentielle du mouvement de l'oscillateur 
amorti  en Žcrivant que la variation de l'Žnergie sur un intervalle de temps donnŽ est Žgale au travail de 
la force de frottement. 

Facteur de qualitŽ dÕun oscillateur amorti  

L'oscillateur amorti est caractŽrisŽ par les deux param•tres " 0 et $. " 0  est la frŽquence propre de 
lÕoscillateur non amorti et l'inverse de $ (ou temps d'amortissement en amplitude %a ) est le temps 
caractŽristique pendant lequel l'amplitude dŽcro”t ˆ 1/e de sa valeur initiale. On peut introduire la 
notion de ÔqualitŽÕ pour caractŽriser lÕoscillateur, comme la grandeur qui traduit l'aptitude du syst•me 
considŽrŽ ˆ garder son Žnergie tout en oscillant. En pratique, pour un syst•me faiblement amorti, on 
utilise un coefficient Q (pour qualitŽ) dŽfini comme : 

 

(1.36) Q=2!
Energiedel'oscillateurˆ uninstantdonnŽ

EnergieperduedanslapŽriodequi suit cet instant
 

 

Si on consid•re un oscillateur prŽsentant de faibles pertes, qui dŽmarre avec une Žnergie E0 qui 
dŽcroit avec une constante 2$, et perd lÕŽnergie !E 1 pendant la 1•re pŽriode T dÕoscillation, on a :  
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(1.37) Q=2π E0

ΔE1
=2π 1

1−e−2βT ≈2π 1
2βT

=
mω p

h
≈ mω 0

h
= ω 0

2β
= 1

h
mK  

La qualitŽ est dÕautant meilleure que le rapport 

€ 

E0
ΔE1

 (E0, lÕŽnergie du syst•me ˆ un moment 

donnŽ, #E1, lÕŽnergie perdue au cours de la pŽriode qui suit) est grand. Avec les grandeurs dŽfinies 
prŽcŽdemment, on voit que pour un syst•me mŽcanique, on a : 

  On peut encore Žcrire le coefficient de qualitŽ de la fa•on suivante :  

(1.38) Q = π  
τ a

Tp

!=!2π !
τ e

Tp

!! !2π !
τ e

T0

. 

Il en rŽsulte la relation suivante : 

(1.39) Q!=!! 0 !.!" Ž ou Q!=!
!
"

 
 & ayant prŽcŽdemment comme ! !=!" !T . 

Le coefficient Q permet de dŽfinir le type de mouvement en fonction des pertes du syst•me : 

¥ pour  

!  

Q "  
1
2

 , le rŽgime est apŽriodique et il n'y a pas d'oscillations ; 

¥ pour 

!  

Q >  
1
2

 , on observe un rŽgime dÕoscillation pseudo-pŽriodique. La frŽquence des 

oscillations est donnŽe par : 

!  

f p  =  
1

2"
# 0 1 $  

1
4Q2  =  f0  1 $  

1
4Q2 . 

Dans le cas 

!  

Q >>  1 , la frŽquence devient : 

!  

f p  "  
1

2#
$ 0 1 % 

1
8Q2

& 

'  
( 

) 

* 
+  =  f0  1 % 

1
8Q2

& 

'  
( 

) 

* 
+ , soit 

pour la pŽriode : Tp !   T0 1 + 
1

8Q2

"

#
$

%

&
'  .  On voit que pour 

!  

Q >  3,5 , Tp et T0 diff•rent de moins de 

1%. 

1.5. L’OSCILLATEUR MÉCANIQUE EN TRANSLATION À 1DDL EN RÉGIME FORCÉ 

1.5.1. LE MODéLE. 

Une masse m est reliŽe ˆ un support rigide par l'intermŽdiaire d'un ressort idŽal de raideur K et d'un 
amortisseur visqueux de coefficient de frottement h. La force excitatrice est donnŽe par 

!  

fext  =  Fext  cos "  t( )  . La forme sinuso•dale de la force ne constitue pas une limite ˆ la gŽnŽralitŽ 
de l'Žtude, une fonction pŽriodique pouvant toujours se ramener ˆ une somme de fonctions 
sinuso•dales. Cette approche est d'une grande utilitŽ dans de nombreuses situation : Žtude de circuits 
Žlectriques, acoustiques, interaction lumi•re-mati•re .... On cherche s(t), lÕŽcart de la masse par rapport 
ˆ sa position dÕŽquilibre et fsup(t), la force transmise au support. 
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Fig. 2-1 :  Oscillateur ˆ 1 degrŽ  de libertŽ. Excitation permanente par une force f exc.  

 

En pratique, la rŽalisation de lÕexcitation peut se faire en imposant un mouvement sinuso•dal ˆ 
lÕextrŽmitŽ du ressort attachŽ au support rigide. 

Au lieu dÕ•tre reliŽe ˆ un support fixe lÕextrŽmitŽ de gauche (dessin) du ressort subit un dŽplacement 
sinuso•dal de pulsation "  entre C0 et C. Ce dŽplacement sÕŽcrit :  

€ 

C0C  =  a  cos ω  t( )  u  

Il appara”t donc une tension dans le ressort qui dŽpend de la position de ses deux extrŽmitŽs. Pour une 
situation quelconque on a : 

!  

T  =  " K CB  "  C0A( )  =  " K s  "  a  cos #  t( )( )  u 

La tension Žtant la m•me partout dans le ressort, cette situation est Žquivalente ˆ celle o•, sur la masse 
sÕappliquerait une force dÕexcitation donnŽe par : fext  = Fext  cos ω t( ) = Ka cos ω t( )  

 

 

K, h

M

Position de 
repos

s
F(ext)

l0

l

u
vecteur unitaire dans la 
direction du déplacement

0
x=0 A (x=l0) B (x=l)

F(ress -> masse)

s=0 s(t)

Axe de déplacement de m

x

Repère utilisé pour la 
description de lʼoscillation
(0 au point de repos de m)

Fsup

K

M

Position de 
repos

s
F(ext)

l0

l

u
vecteur unitaire dans la 
direction du déplacement

0
x=0 A (x=l0) B (x=l)

F(ress -> masse)

C 0
C

s

a
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Fig. 2-2 :   Oscillateur m-K amorti en rŽgime forcŽ. La masse est fixŽe ˆ une extrŽmitŽ 
dÕun ressort. LÕautre extrŽmitŽ subit un dŽplacement sinuso•dal, ce qui se traduit 

par une force de m•me nature qui sÕapplique ˆ la masse m. 

 

1.5.2. MISE EN ƒQUATION DE LÕOSCILLATEUR AMORTI EN RƒGIME FORCƒ  

Il convient comme dans le cas de lÕoscillateur libre, de donner lÕŽtat du syst•me par lÕintermŽdiaire 
de son Žcart s par rapport ˆ sa position dÕŽquilibre. Le principe fondamental de la dynamique permet 
d'Žcrire : 

(1.40) m 
d2s
dt2

 + h
ds
dt

 + Ks = Fexc cos ! t( )   

En reprenant la notation utilisŽe prŽcŽdemment (! = h
2m et 

!  

" 0 = K
m ), nous avons : 

(1.41) 

!  

d2s
dt2  +  2"  

ds
dt

 +  # 0
2s =  

Fexc

m
 cos # t( )  

ou encore, en utilisant le coefficient de qualitŽ  (avec  Q!=!
! 0

2"
=!! 0 !

m
h

) : 

!  

d2s
dt2  +  

" 0

Q
 
ds
dt

 +  " 0
2s =  

Fexc

m
 cos " t( ) 

Un autre choix consiste ˆ utiliser le coefficient ! =2" = h
m. On voir ˆ la fin du dŽveloppement 

que dans un cas (choix de $), on dŽcrit la variation de lÕamplitude de lÕoscillation en fonction du temps 
et dans lÕautre cas  (choix de #), celle de lÕŽnergie.  

La solution gŽnŽrale de cette Žquation diffŽrentielle linŽaire d'ordre 2 ˆ coefficients constants est la 
somme  

 - d'une solution gŽnŽrale de l'Žquation avec 0 au 2•me membre (l'oscillateur 'libre amorti') et 

 - d'une solution particuli•re du type 

!  

s(t)  =X "( )  cos" t  +  # "( )( ) soit 

(1.42) s(t) = A0e
! " t cos(# pt +$0) + X(# )cos # t +$(# )( )  
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Fig. 2-1 :  Exemple de rŽponse dÕun oscillateur amorti en rŽgime forcŽ. 

 

Le premier terme de lÕexpression

!  

A0  e" #t  cos$ pt  +  %0( )  nÕexiste que pendant un rŽgime 

transitoire dont la durŽe dŽpend de la quantitŽ dÕamortissement prŽsent dans lÕoscillateur. Cette durŽe 
est caractŽrisŽe par le temps de dŽcroissance de lÕŽnergie de dŽformation initiale en rŽgime libre, soit : 

!  

" Žner =  
1

2#
 =  1

2" ampl. 

Au bout dÕun temps de quelques fois (4 ˆ 5) %Žner, on peut considŽrer quÕon a un rŽgime permanent 
auquel il convient de sÕintŽresser plus particuli•rement. 

Les diffŽrents rŽgimes des oscillations libres, en fonction de la valeur de ! = 
h

2m  
ont ŽtŽ obtenus 

dans le paragraphe prŽcŽdent. Le cas avec h = 0, correspondant ˆ l'absence d'amortissement, est 
irrŽaliste en pratique mais permet de dŽfinir une pulsation de rŽfŽrence ω0. Un rŽgime de faible 

amortissement avec ! = !
!
!!

!! ! ! !𝜔! , est plus conforme ˆ la rŽalitŽ ; l'oscillation se caractŽrise alors 

par une pseudo pulsation " p, peu diffŽrente de la pulsation de l'oscillateur libre ω0 (ωp " ω0). 

Lorsque l'excitation est permanente, la rŽponse du syst•me est la solution particuli•re  

!  

s(t)  =  X  cos" t +#( ) . Cette solution s'applique d'autant plus vite que l'amortissement est 

important. "  est un param•tre que l'on fait varier ; X et !  dŽpendent de ω, K, h et m, mais ne 
dŽpendent pas des conditions initiales. Au dŽbut de l'excitation, on observe donc un rŽgime transitoire 
pendant lequel les deux solutions coexistent. Le rŽgime transitoire est suivi du rŽgime forcŽ permanent 
(au bout dÕun temps de 4 ˆ 5 %Žner,). 

Remarque : ƒquation diffŽrentielle pour la vitesse vibratoire. 
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En utilisant l'expression de la vitesse 

€ 

v  =  ds
dt

 , on obtient une Žquation diffŽrentielle de m•me 

forme pour ce param•tre : 

!  

dv
dt

 +  2"  v  +  # 0
2 v$  dt  =  

Fexc
m

 cos # t( )  ou apr•s dŽrivŽe 

 

€ 

d2v
dt 2  +  2β  dv

dt
 +  ω0

2v  =  ω Fexc
m

 cos ωt +
π
2

% 

& 
' 

( 

) 
*  

 

1.5.3. AMPLITUDE ET PHASE EN RƒGIME PERMANENT EN RƒGIME PERMANENT. 

1.5.3.1. ƒLONGATION 

Utilisons la reprŽsentation complexe pour rŽsoudre lÕŽquation : 
(1.43)  m !!s + h !s + Ks = Fexc cos ! t( )  

En rŽgime permanent, la rŽponse correspond ˆ une solution particuli•re de la forme  
(1.44)  

!  

s =  X  cos " t  +  #( ). 

Cette expression sÕŽcrit sous la forme complexe suivante :  
(1.45)   

!  

÷ s (t)  =  X  ej " t +#( )  =  X  ej#  ej " t( )  =  ÷ X  ej " t( )  

dont la partie rŽelle correspond au phŽnom•ne physique. La grandeur !X  est l'amplitude complexe ; 
ce terme contient l'information sur l'amplitude et le dŽphasage entre la rŽponse et l'excitation. 

Dans ce cas nous avons :  

!  

÷ ú s  =  j" ÷ s  =  j"  ÷ X  ej" t   et   

!  

÷ ú ú s  =  " # 2÷ s . 

En introduisant la forme complexe de la solution dans l'Žquation ci-dessus, nous obtenons  

! m! 2 + j! h + K"# $% !X ej! t  = Fexc  e
j! t  

qui a la solution algŽbrique suivante : 

(1.46) !X = 
Fexc

! m! 2 +K( )+ j! h
 = 

Fexc

! m! 2 +K( )
2
+ ! h( )2

 ! m! 2 +K( )+ j ! ! h( )"
#

$
% 

La solution rŽelle est donnŽe par 

!  

s(t)  =  X(" )  cos" t  +  # "( )( )  o• X (")  est lÕamplitude du 

mouvement harmonique observŽ, et ! (") , le dŽphasage de ce mouvement de la masse m par rapport ˆ 
la force dÕexcitation qui est ˆ lÕorigine. On a :  

(1.47)  X !( ) = Fexc

! m! 2 +K( )
2
+h2ω 2

 ou

€ 

X ω( ) =
Fexc

m  ω0
2 −ω 2( )

2
+ 2βω( )2

 et  

(1.48) ! "( ) = arctan
! " h

! m" 2 +K

"

#
$

%

&
'  ou 

€ 

ϕ ω( )  =  arctan −2βω
ω0

2 −ω 2

& 

' 
( 

) 

* 
+ .  

Remarque : En utilisant le param•tre Q (

€ 

Q =
ω 0

2β
 ) introduit prŽcŽdemment, on obtient lÕexpression 

suivante :  

(1.49) X = 
Fexc

m
−ω 2 +

K
m

"

#
$

%

&
'+ j

ωh
m

 = 
Fexc

m
−ω 2 +ω0

2( )+ jωω0

Q

 = 

Fexc
mω0

2

1−ω
2

ω0
2

"

#
$

%

&
'+ j

ω
ω0Q

 = X ω( )e jϕ ω( )   ou  
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€ 

X ω( )  =   

Fexc
mω 0

2

1− ω
2

ω 0
2

$ 

% 
& 

' 

( 
) 

2

+
ω
ω 0Q

$ 

% 
& 

' 

( 
) 

2
  et   ϕ ω( ) = arctan !  

ω

ω0Q 1!
ω 2

ω0
2

"

#
$

%

&
'

(

)

*
*
*
*

+

,

-
-
-
-

 

 

1.5.3.2. VITESSE VIBRATOIRE EN RƒGIME PERMANENT  

La vitesse vibratoire est obtenue en dŽrivant la position 

€ 

˜ s (t)  =  X(ω )  e jϕ  e jωt  par rapport au 
temps :  

(1.50)  ; 

ce qui donne pour lÕamplitude complexe : 

€ 

˜ V ω( )  =   
jω  Fexc

mω 0
2

1− ω
2

ω 0
2 + j

ω
ω 0Q

  =  V ω( )  e jϕ v ω( )  

soit pour lÕamplitude de vitesse et son dŽphasage :   

€ 

V ω( )  =   
ω  Fexc

mω 0
2

1− ω
2

ω 0
2

$ 

% 
& 

' 

( 
) 

2

+
ω
ω 0Q

$ 

% 
& 

' 

( 
) 

2
  ; 

!  

" v #( )  =   arctan Q 
# 0

#
 $  

#
# 0

% 

& 
'  

( 

) 
* 

+ 

,  
- 

.  

/  
0  . 

 

1.5.4. RƒPONSE EN FRƒQUENCE  

Dans un but de gŽnŽralisation, il convient d'introduire les param•tres relatifs ci-apr•s : 

(1.51) 

€ 

Ω  =  ω
ω0

 ; 

!  

ˆ X  =  X
X" =0

 ;    

!  

X " = 0( )  =  Fexc
K

  ;  ε = 
h

hcrit

 ,  

avec hcrit  = 2 mK  ; le facteur de qualitŽ Q = m! 0

h
 = ! 0

2"
 = 1

2 #
  a ŽtŽ introduit prŽcŽdemment. 

La solution gŽnŽrale s'Žcrit :   

(1.52)    öX =  
1

1−Ω2 + j 2!Ω
  

ce qui correspond aux grandeurs rŽelles suivantes : 

(1.53) (a) 

€ 

ö X  =  
1

1−Ω2( )2
 +  2εΩ( )2

   et       (b)    ö!  = arctg ! !2""
1! " 2

#

$
%

&

'
(

  

 . 

L'Žtude de la variation de 

€ 

ˆ X  en fonction de '   se fait en calculant 

€ 

d ö X 
dΩ. On montre que la 

dŽrivŽe s'annule pour '  = 0  et !  = 1 "  2ε2  =  1 "   1
2Q2  . Le deuxi•me zŽro n'existe que si 

€ 

ε  <  1
2

 . LÕamplitude

€ 

ˆ X  ˆ '  = 1 est 

!  

ˆ X " =" 0
 =  1

2#
 , une valeur proche du maximum 

€ 

˜ v (t)  =  d˜ s (t)
dt

 =  jω  ˜ s (t)



J. F. - Vibrations et Ondes Ð 1 : Oscillations de syst•mes ˆ 1 ddl Ð p 1 - 26 

!  

ö X max  =  
1

2" 1#" 2
 ; ce phŽnom•ne appelŽ rŽsonance dÕŽlongation appara”t donc pour 

Q >!
2

2
!ou!! !<!

1

2 2
. 

La figure ci-apr•s rŽsume ce rŽsultat.  

 

Fig. 2-2 :  Allure de la rŽponse en amplitude dÕun oscillateur ˆ une excitation en 
param•tres relatifs. Le maximum dÕŽlongation (ou rŽsonance dÕŽlongation) est 

obtenu pour une pulsation lŽg•rement infŽrieure ˆ la pulsation propre " 0. 

Remarques : 

1 - Quel que soit l'amortissement, 

!  

ö X  =  
X
X0

 "  1    si  

!  

"  #  0 

et   

!  

X
X0

 "  0  si  

!  

"  #  $  . 

2 - En pratique, si lÕamortissement est faible   ((2 << 1 ) , la pulsation de rŽsonance dÕŽlongation se 

confond avec la pulsation libre 

!  

" res #  " 0 . On a alors : 

!  

ö X max  =  
1
2"

 =   Q . On montre plus loin 

que la rŽsonance de puissance a lieu ˆ la pulsation propre. 

3. Dans le cas o• (2 ne peut pas •tre nŽgligŽ devant 1, il convient de distinguer  

 " 0, la pulsation propre (sans amortissement), 

 

!  

" p  =  " 0  1 #  $2   , la pseudo-pulsation du syst•me libre amorti, 

!  

" res  =  " 0  1 #  2$2  la pulsation de rŽsonance dÕŽlongation du syst•me forcŽ. 

 Si  (  < 1, le rŽgime libre est pŽriodique. 

4. Dans le cas o•  

!  

"  <  1/ 2   ou Q >

!  

 2 /2 ,  il existe une rŽsonance. La pulsation  de rŽsonance 
est la pulsation de la force dÕexcitation pour laquelle lÕoscillateur rŽpond avec un amplitude maximale. 
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5. Comportement asymptotique : Quand '  devient grand devant 1, X varie comme 

€ 

1
Ω2 . Pour 2 

pulsations " i et " j telles que " j = 2" i, on a 

€ 

X j  =  
1
4
Xi soit  

!  

20 log 
X j

Xi

" 

# 
$ 

% 

& 
'   = ( 12 dB . 

 

Les figures suivantes reprŽsentent graphiquement en amplitude X et en phase la rŽponse d'un 
oscillateur forcŽ en fonction de la  frŽquence.  

 

 

Fig. 2-3 :  Oscillation forcŽe. Amplitude relative en fonction de la pulsation relative. Le pic 

de rŽsonance d'Žlongation appara”t si Q >!
2

2
!ou!! !<!

1

2 2
. 
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Fig. 2-4 :  Oscillation forcŽe. Phase en fonction de la pulsation relative. Pour les 
frŽquences basses (" <<" 0 ou ' <<1), lÕoscillateur est en phase avec lÕexcitation. 

Pour les frŽquences ŽlevŽes, la diffŽrence de phase est !. 

 

 

 

1.5.5. PIC DE RƒSONANCE : BANDE PASSANTE Ë -3 dB 

1.5.5.1. RƒSONANCE D ÕƒLONGATION . 

La rŽponse en frŽquence d'un oscillateur forcŽ au voisinage de la rŽsonance peut •tre reprŽsentŽe en 

coordonnŽe de Bode ( 

!  

G(" )  =  20 log
X

Xmax

# 

$ 
% 

& 

'  
( ). Le maximum de la courbe dÕŽlongation est obtenu 

pour une pulsation d'excitation de : 

(1.54) 

!  

" rŽs #  " 0  =  K
m  

Pour un amortissement faible (d = 2  (  < 0,2 ), l'amplitude atteint une valeur maximale Žgale ˆ :   

(1.55)  

!  

Xmax  =  X(" # " 0)  =  
Fexc

m " 0  . 2$
 . 

La bande passante ˆ -3dB est dŽfinie comme la bande spectrale comprise entre les deux valeurs de   

"  pour lesquelles 

!  

G(" )  =  # 3 dB soit 

!  

X  =  
Xmax

2
. En Žcrivant les deux ŽgalitŽs et en nŽgligeant le 

terme en (4, on obtient : 

(1.56)  

!  

" #  $3dB

# 0

 =  
# 2  $  # 1

# 0

  = 2(  .  

La largeur de bande ˆ 3 dB est donc donnŽe par : 

.  ! " #3dB =" 0 .2$=
" 0

Q
=

h
m

 

 

Fig. 2-5 :  RŽponse en amplitude d'un oscillateur ˆ 1 degrŽ de libertŽ au voisinage de  la 
rŽsonance. Bande passante ˆ -3 dB : [" 2 Ð " 1]. 



J. F. - Vibrations et Ondes Ð 1 : Oscillations de syst•mes ˆ 1 ddl Ð p 1 - 29 

1.5.5.2. BILAN EN PUISSANCE  

La force dÕexcitation transf•re ˆ lÕoscillateur une puissance instantanŽe Žgale ˆ  : 

!  

Pinst  (t)  =  fext(t)  . v(t)  = 

!  

Fext  cos"  t( )  . V  cos"  t  +  #v( ) 

soit : 

!  

Pinst  (t)  =  1
2 Fext  . V  cos" v( ) +cos2# t  +  " v( )  ( )[ ] . 

Il en rŽsulte une puissance moyenne transfŽrŽe ˆ lÕoscillateur : 

!  

Pmoy  =  1
2 Fext  . V  cos" v( )  

Pour trouver 

!  

cos" v( ) , il faut repartir de lÕamplitude complexe de vitesse dŽterminŽe prŽcŽdemment : 

€ 

˜ V ω( )  =   
jω  Fexc

mω 0
2

1− ω
2

ω 0
2 + j

ω
ω 0Q

  =  V ω( )  e jϕ v ω( ) . 

ƒcrivons 

!  

÷ V "( )  sous la forme 

!  

÷ V "( )  =  V "( )  cos#v( )  +  j  sin #v( )[ ]  en multipliant numŽrateur et 

dŽnominateur de 

!  

÷ V "( )  par 

!  

1"
# 2

# 0
2 + j

#
# 0Q

: 

!  

V  cos" v( )  =  

# 2Fext

Q m# 0
3

1$
# 2

# 0
2

% 

& 
'  

( 

) 
* 

2

+
#

# 0Q

% 

& 
'  

( 

) 
* 

2 . 

On en dŽduit lÕexpression de la puissance moyenne transfŽrŽe : 

(1.57) 

!  

Pmoyen.F  =  
1
2

QFext
2

m" 0

"
Q " 0

# 

$ 
% 

& 

'  
( 

2

1)
" 2

" 0
2

# 

$ 
% 

& 

'  
( 

2

+
"

" 0Q

# 

$ 
% 

& 

'  
( 

2 . 

Les frottements qui se manifestent par la force Ffrott  = !  h v  correspondent ˆ une puissance 

instantanŽe : 

Pinst. frott  (t) = F . v = !  h v2 = ! h V2 cos2 !  t + ! v( ) , 

ce qui correspond ˆ une puissance moyenne : 

Pmoy. frott  (t)  = Pfrott  = !  
1
2

 h V2  = 

!  

Pmoyen =  "
1
2

QFext
2

m# 0

#
Q # 0

$ 

% 
& 

'  

( 
) 

2

1"
# 2

# 0
2

$ 

% 
& 

'  

( 
) 

2

+
#

# 0Q

$ 

% 
& 

'  

( 
) 

2 . 

On voit que : 

!  

Pmoyen.F  +  Pmoyen. frott  =  0, ce qui signifie que la puissance moyenne apportŽe par la 

force extŽrieure Žquilibre la puissance dissipŽe par la force de frottement. On peut montrer que les 
puissances moyennes de la force dÕinertie et de la force Žlastique sont nulles. 
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Fig. 2-6 :  Bilan ŽnergŽtique de lÕoscillateur en rŽgime forcŽ (rŽgime permanent). La 
puissance dÕexcitation est Žgale ˆ la puissance dissipŽe par les forces de 

frottement. Les puissances moyennes des forces dÕinertie et Žlastique sont nulles. 

 

La puissance moyenne apportŽe par lÕexcitateur ˆ lÕoscillateur passe par un maximum : 

€ 

Pexc max
 =  

1
2

 
QFext

2

mω 0

  pour une pulsation "  Žgale ˆ la pulsation propre " 0. Cette valeur correspond 

ˆ la rŽsonance de puissance. En faisant appara”tre la valeur de la puissance maximale (rŽsonance) 
dans lÕexpression de la puissance moyenne apportŽe par lÕexcitation, on a la forme suivante : 

Pmoyen = Pmoyen.max 1

Q2 ω0

ω
!
ω
ω0

"

#
$

%

&
'

2

+1
 

ou avec le coefficient $  : 

€ 

Pmoyen (ω )  =  Pmoyen.max  
4β2ω 2

ω 0
2  −  ω 2( )  +  4β2ω 2

 . 

La courbe de rŽsonance de puissance prend donc lÕallure ci-apr•s. 

 

Oscillateur m/K
Excitateur extŽrieur

Puissance  
dʼexcitation

Puissance de 
frottement 

Chaleur

=

Energie stockŽe

€ 

Pinertie  =  Pélastique  =  0  
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Fig. 2-7 :  Courbe de rŽsonance en puissance moyenne dÕun oscillateur amorti en 
rŽgime forcŽ. La puissance transfŽrŽe ˆ lÕoscillateur passe par un maximum 

lorsque la pulsation dÕexcitation co•ncide avec la pulsation propre. 

 

Il est souvent intŽressant de considŽrer la bande de frŽquence d'excitation entre les deux valeurs pour 
lesquelles P est Žgale ˆ la moitiŽ de la puissance ˆ la rŽsonance. Les valeurs de pulsation " 1,2 
correspondantes vŽrifient lÕŽquation : 

!  

Pmoyen.max

2
 =  Pmoyen.max  

1

Q2 " 0

" 1,2

#
" 1,2

" 0

$ 

% 
& 

'  

( 
) 

2

+1

 dont les solutions sont : 

!  

" 1

" 0

 =  1
2Q

 #1 +  1+ 4Q2( )  et 

€ 

ω 2

ω 0

 =  1
2Q

 1 +  1+ 4Q2( ) . 

Il appara”t que la courbe de rŽsonance en puissance a une largeur ˆ mi-hauteur (ou bande passante)  

(1.58) ! " 1/2 = BP1/2 = " 2 # " 1 = " 0

Q
 = 2 !  ( = 

h
m

  ou 
R
L

 ) . 

On voit ici que le coefficient 

€ 

Q  =  ω 0

Δω1/ 2

 ou coefficient de qualitŽ caractŽrise la capacitŽ de 

lÕoscillateur de rŽcupŽrer de lÕŽnergie de lÕexcitateur. 
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Nous avons vu prŽcŽdemment que l'oscillation a lieu pendant un temps caractŽristique (ou constante 

de temps) 

!  

" e  =  1
2" a  =  1

2# . La relation ci-dessus nous permet de dŽduire une relation tr•s 

gŽnŽrale entre l'Žtendue spectrale du pic de rŽsonance et le temps d'amortissement (en Žnergie) des 
oscillations libres : 
(1.59)    

!  

" # rés.1/ 2  . $e  =  1  . 

 

1.5.6. RƒPONSE EN FRƒQUENCE EN AMORTISSEMENT STRUCTURAL 

Nous avons vu dans le chapitre 1 que dans le cas d'un amortissement structural le matŽriau est 
caractŽrisŽ par un facteur de perte notŽ d. Pour un amortissement visqueux, c'est h qui est constant et 
indŽpendant de "  alors que pour un amortissement structural, c'est d qui est constant dans un intervalle 

de frŽquence donnŽ. Le coefficient de frottement donnŽ par hstruct =
Kd
!

 est alors inversement 

proportionnel ˆ la frŽquence "  d'excitation et proportionnel ˆ K. 

On proc•de comme pour l'amortissement visqueux. Les rŽsultats diff•rent peu de ce cas et 
deviennent plus simples, surtout si d << 1. On obtient en reprenant les expressions prŽcŽdentes pour 

!  

X "( ) et

!  

" #( ) : 

(1.60) (a) 

!  

X  =  
Fexc

" m# 2 + K( )2
+ Kd( )2

 et (b)  

!  

"  =  arctan
#Kd

#m$ 2 + K

% 

& 
'  

( 

) 
*  

Le coefficient de qualitŽ est donnŽ par  

Q = mω0

h
 = ω0

2β
 = 1

2 ε
 = 1

d
. 

A la rŽsonance, dans le cas dÕun amortissement faible (d = 2ε < 0,2), lÕamplitude passe par le 

maximum :    

€ 

ˆ X max  =  1
2ε

 =  1
d

 =  Q  ou 

€ 

Xmax  =  X(ω ≈ω0)  =  Fexc
Kd

 =  X(ω = 0)
d

. 

 

Quelques valeurs pour d (parfois notŽ ) ) : 

MŽtaux : 10-4 ˆ 10-3 ; BŽton, Bois : 10-2; Plexiglass : 2x10-2 ˆ 4x10-2;  Caoutchouc : 0,8 ; Verre : 

10-3 ˆ 10-2. Ces valeurs dŽpendent de param•tres comme la tempŽrature, l'humiditŽ, le type 
d'assemblage, ... 

 

1.5.7. LIMITATIONS D'AMPLITUDE Ë LA RƒSONANCE. 

 L'amplitude des oscillations ˆ la RƒSONANCE est limitŽe par : 

¥ l'amortissement (toujours prŽsent), 

¥ les non linŽaritŽs des forces de rappel, (K augmente avec l'amplitude) 

¥ les limites gŽomŽtriques (butŽes), 

¥ la rupture du syst•me. 
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1.5.8. AMPLITUDES D'ABSORPTION ET AMPLITUDES ƒLASTIQUES EN RƒGIME PERMANENT. 

On se place toujours dans le cas d'une excitation forcŽe donnŽe par 

!  

fext  =  Fext  cos "  t( ) . Nous 

avons vu que la rŽponse en rŽgime permanent s'Žcrit : 

!  

s(t)  =X "( )  cos" t  +  # "( )( ). Cette Žcriture 

montre la rŽponse en faisant appara”tre l'amplitude et le dŽphasage par rapport ˆ l'excitation. Une autre 
Žcriture est possible, sous la forme de la superposition de deux composantes [Crawford.72] : 
(1.61) x(t) =  Xabs sin (" t)  + XŽ cos (" t), 

¥ un premier terme en quadrature de phase avec la force d'excitation harmonique

!  

Fexccos" t( )   

¥ et un deuxi•me terme en phase avec la force. Le choix des indices (abs) et (Žlas) appara”t plus 
loin.  Apr•s remplacement de la solution ci-dessus dans l'Žquation diffŽrentielle de dŽpart, on trouve 
pour Xabs  et  XŽlas  :  

(1.62) 

€ 

Xabs =  
Fexc

m
 

2βω

ω0
2  −  ω 2( )2

 +  4β 2ω 2
 

(1.63) XŽlas = 
Fexc

m
 

! 0
2 !  ! 2

! 0
2 !  ! 2( )

2
 + 4! 2" 2

. 

XŽlas est l'amplitude Žlastique ou amplitude dispersive ; Xabs est l'amplitude d'absorption. Le terme 
d'absorption permet de calculer la puissance moyenne absorbŽe par l'oscillateur, la contribution ˆ 
l'absorption due au terme Žlastique s'annulant en moyenne sur une pŽriode en rŽgime permanent. La 
puissance instantanŽe absorbŽe par l'oscillateur est en effet  

!  

P(t)  =  Fexc  cos" t( )  v(t) soit en rŽgime permanent : 

(1.64) P(t) = Fexc cos ! t( ) ! Xabs cos ! t( ) !  ! XŽlas sin ! t( ) "# $% 

La contribution de la vitesse 

!  

v(t)  =  ú x (t)  qui est en phase avec la force contribue ˆ la 
puissance mais pas la composante en quadrature avec la force comme on peut le voir en intŽgrant 
la puissance instantanŽe sur une pŽriode. On a alors pour la puissance moyenne consommŽe par 
lÕoscillateur : 

(1.65) 

!  

Pabs =  
1
2

 Fexc" Xabs 

Cette puissance absorbŽe en moyenne en rŽgime permanent est Žvidemment Žgale ˆ la puissance 
dissipŽe par les frottements : 

(1.66) Pfr  = m 2!  !x2(t)  = m ! " 2 Xabs
2 + XŽlas

2 !" #$. 

 

1.5.9. AMPLITUDE EN RƒGIME TRANSITOIRE   

En prŽsence de conditions initiales quelconques, il convient de chercher la solution gŽnŽrale de 
lÕŽquation (2.3) sous la forme : 

!  

s(t)  =  srp (t)  +  s1(t)  

= 

€ 

Xa  sin ωt( )  +  Xé  cos ωt( )  +  exp −βt( )  A1  sin ω1t( )  +  B1  cos ω1t( )[ ]  

avec  srp(t) , la solution en rŽgime permanent et s1(t) la solution gŽnŽrale. A1 et B1 sont deux 
constantes dŽfinies par les conditions initiales.  

 



J. F. - Vibrations et Ondes Ð 1 : Oscillations de syst•mes ˆ 1 ddl Ð p 1 - 34 

1.6. EXCITATION MULTIPLE : PRINCIPE DE SUPERPOSITION  
Dans les syst•mes dits linŽaires, la rŽponse ˆ la sollicitation de deux ou plusieurs excitations 

harmoniques est la somme des rŽponses du syst•me aux diffŽrentes sollicitations. 

1.6.1. SUPERPOSITION DE DEUX VIBRATIONS DE MæME FRƒQUENCE 

Soient s1 = X1 cos (" t + * 1)  et s2 = X2 cos (" t + * 2) deux vibrations de m•me pulsation " . La 
somme de ces deux mouvements harmoniques peut •tre exprimŽe sous la forme  
(1.67) s = X cos (" t + * )  

avec  

!  

X  =  X1
2  +  X2

2  +  2X1X2  cos " 2  #  " 1( )  . 

La phase initiale  est donnŽe par  
(1.68) *  = * 1 + + avec +  tel que  X sin + = X2 sin (* 2-* 1). 

Dans le cas o• les deux amplitudes sont Žgales (ˆ X1) et en introduisant le terme & = * 2-* 1 pour la 

diffŽrence de phase, on obtient 

€ 

X  =  2X1  cos δ
2
# 

$ 
% 
& 

' 
(  . 

Le rŽsultat de cette superposition peut •tre facilement visualisŽ en acoustique ou en optique. 

La superposition de deux vibrations peut •tre reprŽsentŽe de fa•on vectorielle (figure ci-apr•s). 

 

 

Fig. 2-8 :  ReprŽsentation vectorielle de la superposition de 2 vibrations de m•me 
frŽquence. 

 

1.6.2. SUPERPOSITION DE DEUX VIBRATIONS DE FRƒQUENCES DIFFƒRENTES. 

ConsidŽrons deux vibrations de frŽquences " 1 et " 2.  

x
(ωt+α1)

X1

X2
X

(α2-α1)

Δ
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Fig. 2-9 :  ReprŽsentation vectorielle de 2 vibrations de frŽquences diffŽrentes 

La reprŽsentation vectorielle de la superposition est montrŽe ci-dessus. Dans ce cas, la diffŽrence 
entre les phases varie avec le temps. On observe une pŽriodicitŽ (pŽriode T) dans le mouvement 
rŽsultant si les pŽriodes T1 et T2 sont telles qu'il existe 2 entiers n1 et n2 vŽrifiant la relation T = n1T1 

= n2T2. L'allure prŽcise de la variation temporelle dŽpend alors des conditions initiales. 

 

Fig. 2-10 :  Superposition de deux variations sinuso•dales de frŽquences diffŽrentes. La 
forme du signal rŽsultant dŽpend des conditions initiales. 

 

1.6.3. CAS Oô LES FRƒQUENCES  SONT PEU DIFFƒRENTES. BATTEMENT. 

En faisant la somme de deux vibrations sinuso•dales de m•me amplitude  

s1 = X cos (" 1t ) et s2 = X cos (" 2t ) , on obtient : 

(1.69) 

!  

s =  2X  cos
" 1  #  " 2

2
 t  

$ 

% 
& 

'  

( 
)  cos 

" 1  +  " 2

2
 t

$ 

% 
& 

'  

( 
)  

Lorsque les frŽquences sont peu diffŽrentes,  
(1.70) 

!  

" 1  #  " 2  <<  " 1  +  " 2 

x

! 1t

X1

X2
X

! 2t

sin 4t

sin 6t

sin 4t + sin 6t

sin (4t +4) + sin 6t
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le phŽnom•ne observŽ est connu sous le nom de battement. La reprŽsentation graphique de la 

superposition est montrŽe ci-apr•s. La courbe est constituŽe d'une sinuso•de de frŽquence 

!  

" 1  +  " 2

2
 

modulŽe par une enveloppe dŽfinie par la paire d'Žquations  

(1.71) 

!  

s =  ± 2X  cos 
" 1  #  " 2

2
 t

$ 

% 
& 

'  

( 
) .  

Sur la figure ci-dessous, la sŽparation entre deux minima d'amplitude de l'enveloppe correspond ˆ 
demi pŽriode du battement. 

 

Fig. 2-11 :  Superposition de deux vibrations de frŽquence lŽg•rement diffŽrentes.  

Le rŽsultat est connu sous le nom de battement. 

Le phŽnom•ne de battement peut •tre facilement observŽ dans un syst•me mŽcanique et peut •tre 
facilement illustrŽ en acoustique. En optique, le phŽnom•ne peut Žgalement •tre mis en Žvidence et 
exploitŽ dans certains syst•mes de mesure. 

 

1.6.4. RƒPONSE D'UN OSCILLATEUR Ë UNE EXCITATION PƒRIODIQUE NON SINUSOìDALE 

L'Žtude de la rŽponse d'un oscillateur ˆ une excitation sinuso•dale peut •tre gŽnŽralisŽe au cas d'une 
excitation non sinuso•dale, ˆ condition que celle-ci soit pŽriodique. En effet un signal pŽriodique f(t) 
de pulsation "  peut •tre dŽcomposŽe en une sŽrie de fonctions sinuso•dales appelŽe sŽrie de Fourier : 

f (t) =  an  cos n ! t( ) + bn  sin n ωt( ) !" #$
0

∞

∑ . 

Si on reste dans l'approximation linŽaire, on peut appliquer le principe de superposition : la rŽponse 
de l'oscillateur ˆ l'ensemble des sollicitations est Žgale ˆ la somme des sollicitations prises sŽparŽment. 

 

1.6.5. OSCILLATEURS NON LINƒAIRES 

Dans ce chapitre nous avons considŽrŽ des syst•mes dŽcrits par une Žquation diffŽrentielle linŽaire. 
En pratique, on rencontre aussi des syst•mes non linŽaires. Une approche numŽrique est alors 
nŽcessaire pour dŽcrire le mouvement. 

 

1.7. OSCILLATEUR MÉCANIQUE EN ROTATION 

Les oscillations correspondant ˆ un mouvement de rotation se dŽcrivent de fa•on analogue aux 
oscillations en translation. A une force correspond un moment et ˆ la masse correspond le moment 
dÕinertie. ConsidŽrons pour illustrer cette situation, le cas du pendule simple. 

1 pŽriode de bat teme nt

1 pŽriode de modulat ion
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1.7.1.1. PENDULE SIMPLE 

 

 

Fig. 1-13 :   Pendule simple de faible oscillation (  ). 

Le pendule simple est constituŽ dÕune masse ponctuelle m, fixŽe ˆ un fil de longueur L, de masse 
nŽgligeable et non dŽformable. Si le fil est ŽcartŽ de la verticale, la composante du poids normale au 
fil, constitue une force de rappel vers la position dÕŽquilibre. Le mouvement de rotation observŽ est 
repŽrŽ par lÕangle ,  (Žlongation angulaire) (figure). Les frottements sont nŽgligŽs. On Žcarte le fil de la 
position verticale et on le l‰che sans vitesse initiale. Le thŽor•me du moment cinŽtique appliquŽ ˆ ce 

syst•me donne :  soit ici 

 o•  P, = - mg sin ,  est la composante tangentielle du poids (lÕautre composante 

nÕayant aucune action sur le mouvement de rotation). I = m L2 est le moment dÕinertie de la masse par 
rapport ˆ lÕaxe de rotation. 

Le mouvement est dŽcrit par l'Žquation :  

(1.72)  . 

Dans le cas dÕune oscillation de faible amplitude (  ) lÕŽquation 

devient : . LÕoscillation est harmonique avec une pulsation Žgale ˆ . soit 

une pŽriode de . On voit que la frŽquence des petites oscillations ne dŽpend pas de la 

masse. On trouve un comportement du type OSH. 

Notons que le m•me rŽsultat est obtenu par un raisonnement basŽ sur la loi de conservation de 
l'Žnergie. Lorsque que le pendule est ŽcartŽ d'un angle ,  de sa position d'Žquilibre, son Žnergie est 
Žgale ˆ :  

=  

avec l'approximation des petits angles ,   (   ). 

L'application du principe de conservation de l'Žnergie permet d'Žcrire : 

  ou  

!

P!

T

P

L

!  

sin "  #  "

!  

I  
d2"
dt2  =  moment du couple de rappel

!  

I  
d2"
dt2  =  P"  L

!  

m L2  
d2"
dt2  =  #  mg L  sin "

!  

" #10¡  , sin "  $  "  (en rad)
d2!
dt2

 + " 0
2 ! = 0 ! 0 = g

L

T =2! L
g

Etot =Ecin + Epot =
1
2 mv2 + mgL 1! cos"( ) 1

2 mL2 d!
dt

"
#$

%
&'

2

+ 1
2 mg! 2

cos!! ! !1!" !
1
2

! 2

dE
dt

=mL2 d!
dt

d2!
dt2 +mgL!

d!
dt

=0
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 ou . 

Le cas des petits angles ,  Žquivaut ˆ considŽrer que l'Žnergie potentielle prŽsente une variation 
parabolique autour de la position d'Žquilibre. 

 
  

L d
2θ
dt 2

+ gθ =0 d2θ
dt 2 +ω 0

2θ =0
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1.9. OSCILLATEUR ÉLECTRIQUE  
1.9.1. L'OSCILLATEUR ƒLECTRIQUE EN RƒGIME LIBRE 

1.9.1.1. LE CIRCUIT LC 

Les probl•mes d'oscillation sont essentiels dans les dispositifs Žlectriques. Les syst•mes Žlectriques 
sont constituŽs d'ŽlŽments actifs et d'ŽlŽments passifs. 

- Les ŽlŽments actifs imposent le transfert d'Žnergie, sous la forme d'un flux continu ou variable 
d'Žlectrons, d'une partie du circuit ˆ un autre. Un ŽlŽment actif peut produire de l'Žnergie Žlectrique, ou 
au contraire en consommer. L'Žnergie produite peut provenir de la transformation d'Žnergie mŽcanique 
(dynamo), photonique (photo dŽtecteur), acoustique, chimique (accumulateur, pile). 

- Les ŽlŽments passifs alt•rent le passage du flux d'Žlectrons ; ce sont les rŽsistances, les bobines 
d'induction (ou inductance), les condensateurs. Les rŽsistances transforment une partie de lÕŽnergie 
Žlectrique en chaleur, les bobines transf•rent lÕŽnergie dans le champ magnŽtique environnant pour 
ensuite le restituer, les condensateurs en bloquant les charges sur ses armatures, stockent lÕŽnergie 
dans le champ Žlectrique concentrŽ entre ces armatures. 

Les circuits Žlectriques se comportent diffŽremment suivant qu'ils sont constituŽs de rŽsistances et 
de condensateurs (ou de rŽsistances et d'inductance) d'une part, et de rŽsistances, d'inductances et de 
condensateurs simultanŽment d'autre part. Le circuit RC (ou le circuit RL) se caractŽrise par une 
rŽponse exponentielle alors que le circuit LC se caractŽrise par une rŽponse oscillatoire.  

 

  

(a) (b) 

Fig. 1-14 :  (a) Circuit LC dont le condensateur porte une charge Žlectrique initiale Q0.  

et (b) son Žquivalent mŽcanique. 

ConsidŽrons une maille constituŽe d'un condensateur idŽal C et d'une inductance idŽale L. A un 
instant initial pris comme origine (t=0), le condensateur est chargŽ (charge Q0). En consŽquence, il 
existe une DDP V0 aux bornes du condensateur. Cette situation est analogue ˆ celle d'un syst•me 
mŽcanique constituŽ d'une masse m au bout d'un ressort allongŽ d'une grandeur +L par une force 
extŽrieure. L'interrupteur Žtant ouvert, le circuit contient de l'Žnergie, du fait de la prŽsence d'un champ 
Žlectrique entre les bornes du condensateur. Cette Žnergie (Žlectrique) de dŽpart est Žgale ˆ : 

. 

A  t=0+,  on ferme l'interrupteur. Un courant i(t) se met ˆ circuler, crŽant une f.Ž.m. d'auto-
induction dans la bobine vL(t). La ddp aux bornes du condensateur varie en consŽquence, soit uC(t) 

cette ddp variable. Le courant variable induit une ddp aux bornes de lÕinductance : uL (t) = L
di(t)
dt

 . 

Ces ddp (ou tensions Žlectriques) sont reprŽsentŽes sur la figure ci-apr•s en convention Ç rŽcepteur È. 

LÕŽvolution temporelle des grandeurs Žlectriques (i(t) courant dans le circuit, q(t) charge (positive) 
sur lÕarmature dÕentrŽe du condensateur,) est obtenue en Žcrivant la loi des mailles : 

(1.73) uC(t)+uL (t) = 0   ou L
di(t)
dt

+
q(t)
C

= 0 . 

+  +  +  + 

-  -  -  - 

L

CQ0V0
! L

X' X

m

0

B‰ti fixe horizontal

K

U =Uel =
1
2

Q0
2

C
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Fig. 1-15 :  Courants et tensions dans le circuit fermŽ en convention rŽcepteur. 

Les grandeurs u, i et q dŽsignent les valeurs instantanŽes des tension, courant et charges qui 
oscillent autour de la valeur 0. LÕŽtat du circuit ˆ un moment donnŽ est donnŽ soit par la valeur de la 
charge q(t) du condensateur (sur lÕarmature dÕentrŽe dans la convention rŽcepteur) ou le courant  

qui circule, les deux grandeurs Žtant liŽes par :   . 

En ne gardant que la charge, lÕŽquation diffŽrentielle sÕŽcrit :  

(1.74)  ou   

en posant  . L'Žquation ci-dessus a pour solution  

(1.75)   dans laquelle Q0 et ! 0 sont dŽfinis par les conditions initiales.  

 correspond ˆ la pulsation du dŽplacement des charges dÕun plateau ˆ lÕautre du condensateur.  

En choisissant t = 0, lÕinstant o• le courant est nul et la charge est Žgale ˆ Q0, on a

. 

La tension aux bornes du condensateur est donnŽe par 

 

Le courant est donnŽ par :  

 

Le courant et la charge du condensateur sont dŽphasŽs de !/2. LÕamplitude de courant (ou valeur 

maximale) est Žgale ˆ  . 

1.9.1.2. ASPECT ƒNERGƒTIQUE . 

LÕŽnergie est sous forme Žlectrostatique dans le condensateur, et magnŽtique autour de la bobine. 

L'Žnergie du champ Žlectrique du condensateur varie dans le temps avec lÕŽvolution de la charge :  

 

LÕŽnergie du champ magnŽtique de lÕinductance varie avec lÕintensitŽ du courant i(t)  

L

C
q(t)

i(t)

uL (t)

uC (t)

!  

i(t)

!  

i(t)  =  
dq(t)

dt

!  

 L  
d2q
dt2  +  

1
C

 q  =  0

!  

d2q
dt2  +  " 0

2  q  =  0

!  

" 0 = 1
LC

q(t) = Q0 cos ! 0t +" 0( )

!  

" 0  

q(t) = Q0 cos ! 0t( )

uC(t) = 
q(t)
C

= U0 cos ! 0t( )

i(t) = 
dq
dt

 = ! " 0Q0 sin " 0t( ) = I 0 cos " 0t +
#
2

$
%&

'
()

I 0 =! 0 Q0 =
Q0

LC

eel  (t) =
1
2 

q2

C
= 1

2 
Q0

2

C
cos2 ! 0t( )
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ou encore   (en utilisant la relation  ). 

 

Les deux formes dÕŽnergie sont ŽchangŽes pŽriodiquement ; lÕŽnergie totale reste constante. 

 

Dans les syst•mes rŽels, lÕoscillation est attŽnuŽe progressivement par pertes d'Žnergie par effet 
Joule dans les rŽsistances qui ne sont jamais nulles. 

 

1.9.1.3. ANALOGIE ƒLECTRO -MƒCANIQUE . 

Il est intŽressant d'Žtablir des analogies entre syst•me Žlectrique et syst•me mŽcanique ; cÕest 
particuli•rement utile dans les syst•mes mixtes. Suivant le syst•me ˆ analyser, il est possible dÕutiliser 
une analogie directe (vitesse ! courant Žlectrique) ou indirecte (vitesse ! tension Žlectrique ) [ Page 
internet de lÕUniv. Du Mans ]. Le tableau ci-apr•s rŽsume la correspondance en analogie directe. En 
utilisant cette analogie, il est parfois possible et plus simple de modŽliser un syst•me mŽcanique 
complexe par un ensemble d'oscillateurs Žlectriques couplŽs afin de dŽcrire son comportement. 

Syst•me mŽcanique Syst•me Žlectrique 

ƒcart par rapport ˆ la position dÕŽquilibre 
(Žlongation)  : s (t)  

Charge Žlectrique sur le condensateur : q(t) 

Vitesse v(t)  IntensitŽ du courant dans le circuit i(t) 

Masse en mouvement m Inductance L de lÕinductance 

Raideur du ressort  K Inverse de la capacitŽ du condensateur :  1/C  

Force F DiffŽrence de potentiel (ou tension Žlectrique)  U 

 

1.9.2. CIRCUIT ƒLECTRIQUE OSCILLANT AMORTI 

 

 

Fig. 1-16 :  Circuit Žlectrique R-L-C (tension reprŽsentŽes en convention rŽcepteur) 

Dans le cas de l'oscillateur Žlectrique amorti (circuit R-L-C), on obtient une Žquation analogue ˆ 
celle dÕun syst•me mŽcanique, la force de frottement visqueux correspondant ˆ la ddp aux bornes de la 
rŽsistance R. En supposant quÕˆ lÕinstant initial le condensateur contient une charge Q0, et que lÕon 
ferme le circuit ˆ cet instant, en appliquant la loi des mailles,   on a : 

emagn (t) = 1
2 Li2 = 1

2 L −ω 0Q0 sin ω 0t( )( )2

emagn (t) = 1
2 Li2 = 1

2 Q0
2

C
sin ω 0t( )⎡⎣ ⎤⎦

2 Lω 0
2 = L 1

LC
= 1
C

etotale =eelec (t)+emagn (t) = 1
2
Q0

2

C
=const

+  +  +  + 

-  -  -  - 

L

C

i(t)
uL

uC

q(t)

uR

€ 

vR  +  vL  +  vC  =  0
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(1.76)  . 

En exprimant le courant i en fonction de la charge, on obtient :  

(1.77)   ou    

On trouve donc une Žquation diffŽrentielle identique ˆ celle obtenue pour lÕoscillateur mŽcanique : 

(1.78)  

avec    et  . 

De la m•me fa•on que dans le cas de lÕoscillateur mŽcanique, on cherche une solution sous la 
forme  et on obtient lÕŽquation caractŽristique   

  r2 +2βr+ω0
2 = 0 . 

Par un raisonnement identique, on obtient les 3 rŽgimes en fonction de la valeur de la rŽsistance R : 
pseudopŽriodique, critique et suramorti. Dans le cas courant du rŽgime pseudopŽriodique, la charge 
varie donc dans le temps suivant lÕexpression : 

 

ou, si ˆ t = 0 q(t) = 0 et i(t) = 0, . 

LÕoscillateur est caractŽrisŽ par le coefficient de qualitŽ dŽfini prŽcŽdemment, soit ici : 

. 

Le rŽgime pseudopŽriodique appara”t si . 
 
LÕaspect ŽnergŽtique appara”t si on multiplie lÕŽquation diffŽrentielle en courant par i : 

  ou en encore en tenant compte de la relation  : 

 . 

En rŽŽcrivant sous la forme , on voit appara”tre lÕaspect ŽnergŽtique : la 

variation de lÕŽnergie totale de lÕoscillateur (Žnergie magnŽtique + Žnergie Žlectrique) pendant un 
intervalle de temps dt est Žgale ˆ lÕŽnergie perdue par effet Joule dans la rŽsistance. 

 

On voit ainsi quÕon peut traiter un oscillateur Žlectrique de fa•on analogue ˆ un oscillateur 
mŽcanique en utilisant les correspondances suivantes  :  , ,  

 

€ 

L di
dt

 +  Ri  +  q
C

 = 0

L d
2q
dt 2  + R dq

dt
 + 1
C

 q = 0 d 2q
dt 2  + R

L
dq
dt

 + 1
LC

 q = 0

d 2q
dt 2  + 2β dq

dt
  + ω 0

2q = 0

€ 

β =  R
2L

!  

" 0 = 1
LC

€ 

q t( )   =  ert

€ 

q(t)  =  Q0  e−βt  cos ω pt +ϕ0( )

€ 

q(t)  =  Q0  e−βt  cos ω pt( )

€ 

Q  =  Lω0

R
 =  1

RCω0

 =  1
R

L
C
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Q > 1
2

€ 

L di
dt
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C
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€ 
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dt
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1
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2
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Les autres grandeurs sont rŽsumŽes dans le tableau ci-apr•s. 

Grandeur  Oscillateur mŽcanique Oscillateur Žlectrique 

Pulsation propre de lÕoscillateur 
non amorti   

Pseudo pulsation (ou pulsation 
propre de lÕoscillateur amorti)   

Coefficient dÕamortissement 
  

Facteur de qualitŽ 
  

Analogie mŽcanique Ð Žlectrique 

 

1.9.3. OSCILLATEUR ƒLECTRIQUE EN RƒGIME FORCƒ  

1.9.3.1. CIRCUIT RLC ALIMENTƒ PAR UNE TEN SION SINUSOìDALE 

Un exemple de circuit Žlectrique oscillant forcŽ est prŽsentŽ sur le dessin ci-apr•s : une boucle RLC 
alimentŽe par une tension dÕexcitation de la forme . 

 

Fig. 2-12 :  Circuit R-L-C excitŽ par une tension e(t). 

Exprimons la loi des mailles appliquŽe ˆ ce circuit pour la charge instantanŽe q(t) du condensateur : 

(1.79) 

€ 

L d
2q
dt 2  +  R dq

dt
 +  1

C
q  =  e(t) ou 

€ 

d2q
dt 2  +  R

L
dq
dt

 +  1
LC

q  =  1
L
e(t) 

ou encore  avec 

€ 

d2q
dt 2  +  2β dq

dt
 +  ω0

2q  =  1
L
e(t) avec 

€ 

β =
R
2L

 et 

€ 

ω0 =
1
LC

. 

Remarque : LÕŽquation diffŽrentielle pour le courant sÕobtient par dŽrivation  ( i = dq
dt

 ) : 

d 2i
dt 2

+2β di
dt

+ω 0
2i= 1

L
de(t)
dt

. 

 

€ 

ω0  =   K
m

€ 

1
LC

ω p =  K
m

 − h
2

4m2
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1
LC

−
R
2L
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' 
( 
2

!  = 
h

2m

!  

R
2L

Q = 
! 0

2"
=

1
h

mK

!  

=  
L" 0

R
 =  

1
RC" 0

 =  
1
R

L
C

e t( ) = Eexc cos ! t( )

i(t)

R

e(t)

L
C
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En utilisant lÕanalogie avec les syst•mes mŽcaniques dŽcrits plus haut, nous pouvons Žcrire la 
variation de charge du condensateur sous la forme 

€ 

q(t)  =  Q(ω)  cos ωt  +  ϕ( )  en rŽgime 

permanent. Q(" ), lÕamplitude de la charge qui circule est Žgale ˆ : 

(1.80) Q(ω) = Eexc

L ω0
2 −ω 2( )

2
+ 2βω( )2

. 

La tension aux bornes du condensateur varie suivant : 

uC (t)=
1
C
q(t)=Q(ω )

C
cos ωt +ϕ(ω )( )  

Le courant sÕobtient en utilisant la relation i(t)= dq
dt

= C duC
dt

:  

i(t)= dq(t)
dt

=ωQ(ω )sin ωt +ϕ(ω )( )  

 

1.9.3.2. RƒSONANCE ƒLECTRIQUE  

Le circuit RLC se comporte de fa•on analogue ˆ l'oscillateur mŽcanique. La co•ncidence entre la 
frŽquence d'excitation et la frŽquence propre se traduit par un phŽnom•ne de rŽsonance.  

Introduisons le terme 

€ 

ˆ Q (ω)  =  Q(ω)
Qω= 0

 =  ω0
2

ω0
2 −ω 2( )

2
+ 2βω( )2

 ; on peut alors Žcrire 

lÕamplitude de la tension aux bornes du condensateur sous la forme V  = Q̂ . Eexc . La variation de 

€ 

ˆ Q  en 

fonction de "  est identique ˆ celle de lÕamplitude relative de lÕoscillateur mŽcanique. 

Ë tr•s basses frŽquences, lÕinductance nÕintervient pas, et la ddp aux bornes du condensateur tend 

vers la tension dÕexcitation. Ë la rŽsonance ("  =" 0), on a 

€ 

ˆ Q (ω ≈ω0)  =  ω0

2β
 =  ω0

L
R

 et la tension 

passe par un maximum V (ω ≈ω0 ) = Vmax = Eexc . ω0
L
R

. 

Le terme  

€ 

ω0
L
R

=
1
R

L
C

 correspond au coefficient de qualitŽ dŽfini prŽcŽdemment. On a donc : 

Emax = Eexc . Qsurtens . Cette Žcriture explique le terme de coefficient de surtension utilisŽ pour le 

coefficient de qualitŽ dÕun oscillateur Žlectrique. 

De mani•re identique au cas mŽcanique, on dŽfinit la bande passante ˆ -3dB : 

€ 

Δω−3dB  =  R
L

. En 

remarquant que 

€ 

Δω−3dB  =  R
L

= 2$, on dŽduit une autre Žcriture pour le coefficient de surtension :  

(1.81) 

€ 

Qsurt  =Qqual  =  ωres

Δω−3dB

.  

Le coefficient de surtension peut donc •tre ŽvaluŽ de 3 fa•ons : 

- par la mesure de la constante de temps % dÕamortissement des oscillations libres : 

€ 

Qqual  =  π τ
Tp

, 
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- par la mesure de la largeur ˆ mi-hauteur de la courbe de rŽsonance en puissance absorbŽe : 

Qqual = 
! 0

" ! 1/2

, 

- par la mesure de la surtension aux bornes du condensateur ˆ la rŽsonance : Qsurtens = 
Emax

Eexc

 . 

1.9.3.3. RƒPONSE DÕUN OSCILLATEUR ELECT RIQUE LINEAIRE Ë UNE  EXCITATION 

NON SINUSOìDALE 

L'Žquation diffŽrentielle de l'oscillateur s'Žcrit dans ce cas :  

(1.82)  
d2s
dt2  + 2!  

ds
dt

 + " 0
2s = 

1
K

 f (t) , 

les constantes $ et K dŽpendant du syst•me considŽrŽ. 

Pour un circuit (R, L, C), la grandeur f(t) serait une tension et on aurait  

(1.83) 

!  

"  =  
R
2L

 , 

!  

" 0  =  
1
LC

 et  K = L. 

La rŽponse ˆ un Žchelon de tension f(t) =0 pour t $ 0 et f(t) = A pour t > 0  est Žgale ˆ : 

(1.84) 

!  

q =  q1 +  
A

L" 0
2   

o• q1, solution de l'Žquation sans second membre, correspond au rŽgime transitoire. 

Nous reprŽsentons ci-apr•s le rŽgime transitoire pseudopŽriodique pour Q>1/2  (a) et le rŽgime 
apŽriodique pour Q<1/2 (b) 

 

(a) 

 

(b) 

 

s

L
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Fig. 2-13 :  RŽponse d'un circuit RLC ˆ un Žchelon de tension pour (a) Q> " et ( b) Q<1/2. 

La rŽponse ˆ une excitation pŽriodique (non sinuso•dale) est obtenue en rempla•ant f(t) par une 
sŽrie de  Fourier. Dans le cas d'un syst•me linŽaire, on peut traiter indŽpendamment chaque 
harmonique de la force d'excitation. 
 

1.9.3.4. LA PUISSANCE DANS UN  CIRCUIT RLC 

La puissance instantanŽe dans un circuit Žlectrique est Žgale au produit courant x tension. Le m•me 
raisonnement que celui rŽalisŽ pour les oscillateurs mŽcaniques montre  

- qu'ˆ la rŽsonance, l'Žnergie stockŽe est maximale, 

- qu'ˆ la rŽsonance le circuit est passif, toute l'Žnergie fournie est absorbŽe par la rŽsistance et 
transformŽe en chaleur, 

- qu'en dehors de la rŽsonance, le circuit est 'rŽactif' : il y a Žchange d'Žnergie entre le circuit et la 
source. Une situation donnŽe est caractŽrisŽe par le cos !( ) , !  Žtant le dŽphasage entre le courant 

dans le circuit et la fŽm d'excitation. 

 

1.9.4. OSCILLATEUR AUTO-ENTRETENU 

Un oscillateur peut commander lui-m•me la source dÕŽnergie qui lÕalimente, on dit alors quÕil est 
auto-entretenu. CÕest le cas du mŽcanisme dÕune horloge ou dÕune montre mŽcanique. Le syst•me se 
stabilise dans ce cas sur la frŽquence propre et donc, on observe une rŽsonance. Le principe gŽnŽral est 
montrŽ sur le schŽma ci-apr•s. 

 

Fig. 2-14 :  Principe dÕun oscillateur auto entretenu. 

 

LÕoscillation dans les circuits Žlectriques est utilisŽe pour gŽnŽrer des signaux pŽriodiques. 

ConsidŽrons un oscillateur Žlectrique en rŽgime forcŽ. Comme pour lÕoscillateur mŽcanique, la 
rŽponse est infŽrieure ou supŽrieure ˆ lÕexcitation suivant la frŽquence de celle-ci. 
(1.85)  

€ 

Us =  G  Ue 

G est lÕŽquivalent du coefficient de transmission 

€ 

˜ T  =  
˜ F 2
˜ F 1

 de la relation (4.22). 

 Il est toujours  possible dÕintroduire une rŽaction de la sortie sur lÕentrŽe (une rŽtroaction).  

Source dʼénergie
OSCILLATEUR

Energie fournie

Rétroaction signal de 
synchro

Energie
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Fig. 2-15 :  Amplificateur Žlectrique avec rŽtroaction. 

Dans ce cas la relation entre la tension dÕentrŽe et la tension de sortie devient : 
(1.86) 

€ 

Us =  G  U1  =  G  Ue  +  β  Us( ) 

ou encore : 

€ 

Us =  G
1 −  βG

 Ue  

La rŽtroaction conf•re ˆ lÕamplificateur un gain apparent donnŽ par : 

(1.87) 

€ 

GBF =  G
1 −  βG

   ,  G, Žtant le gain en boucle ouverte.  

Il appara”t donc que si $G est positif et infŽrieur ˆ 1, le gain en boucle fermŽe est plus grand que 
G ; la rŽaction est ÔpositiveÕ.  

Un cas limite se prŽsente quand $G est Žgal ˆ 1. Il en rŽsulte un gain en boucle fermŽe infini. Cela 
signifie en pratique que m•me avec un signal quasiment nul ˆ lÕentrŽe, la sortie est finie. 
LÕamplificateur fonctionne alors en oscillateur. Cet oscillateur peut fonctionner si une source 
dÕŽnergie y est introduite. Un ŽlŽment supplŽmentaire doit fixer la frŽquence de fonctionnement. $G>1 
est la condition dÕoscillation. En pratique la puissance de sortie est limitŽe par lÕŽnergie apportŽe par 
lÕalimentation. 

 

1.9.4.1. OSCILLATEUR ELECTRIQU E DE RELAXATION  

Il existe des dispositifs dont l'oscillation n'est pas du ˆ une action de rappel vers un Žtat d'Žquilibre, 
mais dŽpend de fa•on plus complexe des param•tres du mouvement. Ce sont les oscillateurs dits de 
relaxation dont un exemple est le circuit Žlectrique ci-apr•s [Bruneaux-Matricon-p46]. 

 

 

Fig. 1-17 :  Oscillateur de relaxation - exemple Žlectrique. Circuit et Žvolution de la tension 

Dans l'exemple ci-dessus, l'ampoule prŽsente une rŽsistance tr•s grande en dessous d'un seuil de 
tension, le condensateur peut donc se charger. Lorsque le seuil de tension est atteint, la lampe devient 
conductrice et le condensateur se dŽcharge. Le cycle recommence ensuite.  

β

G+
U1 Ue Us

e(t)

ampoule au
néon
(éteint)

C

R

e(t)

ampoule au
néon
(allumé)

C

R

1 2
temps

te
ns
io
n
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1.9.5. IMPƒDANCE 

1.9.5.1. IMPƒDANCE ƒLECTRIQUE  

La notion d'impŽdance est trŽs utile pour la description des circuits Žlectrique alimentŽs par des fŽm 
sinuso•dales.ConsidŽrons le circuit Žlectrique R-L-C ci-apr•s. 

 

Fig. 2-16 :  Circuit oscillant R-L-C excitŽ par une tension sinuso•dale e(t) 

Le gŽnŽrateur dŽlivre une tension de la forme e t( ) = Eexc cos ωt( ) . Nous avons vu que le courant 

dans le circuit, en rŽgime permanent est de la forme 

€ 

i t( )  =  I  cos ωt +ϕ( ) . Il est commode de 
dŽcrire le comportement du circuit en considŽrant une excitation sous la forme complexe 
e t( ) = Eexc cos ωt( )+ j sin ωt( )!" #$ = Uexc  e

jωt . Pour obtenir la rŽponse du circuit ˆ une excitation en 

cos, on prendra la partie rŽelle, et pour une excitation en sin, on prendra la partie imaginaire de la 
solution. LÕavantage de cette mŽthode est que la dŽrivŽe et lÕintŽgrale dans lÕŽquation diffŽrentielle du 
circuit  

€ 

L
d( )
dt  

 +  R  +  1
C

 ( )dt∫  
# 

$ 
% 

& 

' 
(  i(t)  =  e(t)  

correspondent ˆ des multiplications par des nombres rŽels ou imaginaires ; il en rŽsulte donc une 
Žquation algŽbrique facile ˆ rŽsoudre. Il devient intŽressant Žgalement dÕutiliser le rapport 

€ 

e
i  =  Z  

appelŽ impŽdance. Chaque ŽlŽment du circuit est caractŽrisŽ par une impŽdance : 

ZL =jωL, ZR = R, ZC =
− j
ωC

. En utilisant cette notion, lÕŽquation diffŽrentielle du circuit devient : 

€ 

jωL  +  R  − j
ωC

$ 

% & 
' 

( ) 
 i t( ) =  e t( )  ou  

€ 

ZAB  i t( ) =  e t( ) , ZAB = R + j ωL − 1
ωC

"

#
$

%

&
'

(

)
*

+

,
- Žtant appelŽ 

impŽdance du dip™le AB. 

La grandeur ϕ  = ar tan
ωL − 1

ωC
R

 

"

#

$
$
$

%

&

'
'
'
  correspond au dŽphasage entre le courant dans le dip™le et 

la tension appliquŽe. 

On utilise aussi la grandeur 

€ 

1
Z =Y  appelŽe admittance. Z et Y peuvent toujours se mettre sous la 

forme 

€ 

Z  (ou  Y )  =  a  +  jb . 
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Fig. 2-17 :  ReprŽsentation conventionnelle d'un quadrip™le. u1 et i1 : tension et courant 
pour les bornes d'entrŽe ; u2 et i2 : tension et courant pour les bornes de sortie . Par 

convention, les courants qui entrent dans le quadrip™le sont positifs, ceux qui en 
sortent sont nŽgatifs. 

Dans le cas d'un quadrip™le, on dŽfinit les impŽdances suivantes : lÕimpŽdance d'entrŽe ˆ sortie 

ouverte :  

!  

Z11  =  u1

i1

" 

# 
$ 

% 

& 
'  
i2 = 0

  , lÕimpŽdance de sortie ˆ entrŽe ouverte : 

€ 

Z22  =  u2

i2
" 

# $ 
% 

& ' i1 = 0

 , lÕimpŽdance de 

transfert ˆ entrŽe ouverte : 

€ 

Z12  =  u1

i2

" 

# 
$ 

% 

& 
' 
i1 = 0

  et lÕimpŽdance de transfert ˆ sortie ouverte : 

€ 

Z21  =  u2

i1

" 

# 
$ 

% 

& 
' 
i2 = 0

 . Le quadrip™le peut donc •tre reprŽsentŽ par une matrice impŽdance [Z] :  

€ 

Z[ ]  =  
Z11 Z12

Z21 Z22

" 

# 
$ 

% 

& 
' , ce qui permet dÕutiliser une notation matricielle pour Žcrire la transformation 

du couple 

€ 

u,  i{ } : 

€ 

u2

i2

" 

# 
$ 
% 

& 
'  =  Z[ ]  

u1

i1

" 

# 
$ 
% 

& 
'  . 

1.9.5.2. ASSOCIATION DÕIMPƒDANCES  

LÕutilisation de la notion dÕimpŽdance est pratique pour lÕanalyse de la rŽponse des circuits 
Žlectriques ˆ une tension appliquŽe. Lorsque les dip™les sont associŽs en sŽrie, lÕimpŽdance de 
lÕensemble ZT est la somme des dip™les :  

€ 

ZT  =  Z1 + Z2 + Z3  .... Dans le cas dÕune association de dip™les en parall•le, ce sont les 
admittances qui sÕadditionnent pour donner lÕadmittance rŽsultante : 

€ 

YT  =  Y1 +Y2 +Y3  ... . 

Appliquons la notion dÕimpŽdance au circuit R-L-C de la figure 2.15. 

€ 

i(t)  =  I  e jϕ  e jωt  =  1
ZAB

 Uexc  e jωt  avec 

€ 

ZAB  =  jωL  +  R  −  j
ωC

 . 

On en dŽduit les expressions pour lÕamplitude de courant I et le dŽphasage !  par rapport ˆ 
lÕexcitation e(t) :   

(1.88) 

€ 

I  =  Uexc

R2  +  ωL − 1
ωC

$ 

% 
& 

' 

( 
) 

2
  et  

€ 

ϕ  =  arctan

1
ωC

−ωL

R

% 

& 

' 
' 
' 

( 

) 

* 
* 
* 
. 

ConsidŽrons maintenant un circuit R-L-C parall•le (figure ci-apr•s). 

i1

u1

i2

u2
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Fig. 2-18 :  Circuit R-L-C parall•le  

En appliquant la loi des nÏuds on obtient : 

!  

i(t)  =  YL +YR +YC( )  e(t)  =  

!  

1
R

 +  j" C #  
j

" L

$ 
% & 

'  
( ) 
 e(t) quÕon peut encore Žcrire : 

!  

i(t)  =  I  ej"  ej# t  = YAB Eexc e
j! t  

 En Žcrivant YAB sous la forme a+jb, on obtient I et !  :  

(1.89) 

!  

I  =  Uexc  . 
1
R2  +  " C #

1
" L

$ 

% 
& 

'  

( 
) 

2

  et   !  = arctan
" C!

1
" L

1
R

"

#

$
$
$

%

&

'
'
'

. 

Pour la valeur particuli•re de pulsation 

!  

"  =  " 0  =  1
LC

, on a I =
Eexc

R
 et 

!  

" = 0, ce qui 

signifie que lÕinductance et le condensateur se compensent mutuellement. Aux frŽquences tendant vers 
0, lÕinductance appara”t comme un court-circuit ; aux frŽquences ŽlevŽes, on observe la m•me chose 
mais ˆ cause du condensateur. 

ConsidŽrons enfin le circuit suivant dans lequel le condensateur est en parall•le avec lÕinductance 
et la rŽsistance en sŽrie. 

 

Fig. 2-19 :  Circuit RL en parall•le avec un condensateur  
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Le circuit est constituŽ de 2 branches dÕimpŽdances 

!  

ZLR  =  R+ j" L  et  

!  

ZC  =  
1

j" C
. Dans ce 

cas ce sont les admittances qui sÕajoutent : 

!  

YAB  =  
1

R+ j" L
 +  j" C ou encore : 

!  

YAB  =  
R" j#L

R2 + #L( )2  +  j#C =  
R" j#L

R2 1+
#L( )2

R2

$ 

% 
& & 

'  

( 
) ) 

+  j#C   

Dans le cas 

!  

" L( )2

R2  >>1, lÕadmittance du dip™le sÕŽcrit : 

!  

YAB  =  
R

" L( )2  +  j " C #
1

" L

$ 

% 
& 

'  

( 
) . 

A la ÔrŽsonanceÕ lÕamplitude de courant devient 

!  

I  =  
R

" L( )2 , soit une valeur faible, avec un 

dŽphasage nul, ce qui vaut ˆ ce circuit le nom de Ôcircuit bouchonÕ.  

 

1.9.5.3. IMPƒDANCE MƒCANIQUE  

La notion d'impŽdance bien connue en ŽlectricitŽ peut •tre Žtendue aux syst•mes mŽcaniques. 
Rappelons d'abord l'analogie entre la relation entre  

- la tension UL aux bornes d'une inductance et la dŽrivŽe du courant qui la traverse d'une part, 

- la loi de Newton d'autre part : 

!  

UL  =  L
di
dt

  analogue ˆ  

!  

F  =  m
dv
dt

 

De m•me, il y a une correspondance entre  

- la loi entre la tension Uc aux bornes d'un condensateur et la charge Q stockŽe et 

- la relation entre la force de rappel d'un ressort et son allongement : 

!  

Uc  =  
1
C

idt"   analogue ˆ 

!  

F  =  K vdt" . 

Par analogie avec les syst•mes Žlectriques, on peut dŽfinir une 'inertance' Zi par l'expression : 

 Zi = j " m  

ainsi quÕune 'Žlastance' ou Žquivalent mŽcanique de la capacitance, soit  

 

!  

"
j

C#
 $  "

jK
#

 =  Ze . 

Une autre analogie existe entre un coefficient de frottement d'amortissement h et une rŽsistance 
Žlectrique R. En utilisant la notion dÕimpŽdance, et en prenant comme variable la vitesse 

!  

v =
ds
dt

= j"  s, l'Žquation dynamique m !!s + h !s + Ks = F1 de lÕoscillateur mŽcanique forcŽ peut se 

mettre sous la forme : 

(1.90) F1 = h+ j m! !
K
!

"

#
$

%

&
'

(

)
*

+

,
- v  on obtient la relation fondamentale suivante : 

(1.91)  

!  

F1  =  Zm  v  ,  
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(1.92) Zm = h( )2
 + m! "

K
!

#
$%

&
'(

2

 Žtant l'impŽdance mŽcanique de lÕoscillateur amorti. 

Remarque : La notion d'impŽdance n'est pas tr•s utilisŽe en mŽcanique ; cependant c'est une notion 
utile lorsqu'il s'agit d'analyser un syst•me mŽcanique vibrant couplŽ ˆ un syst•me Žlectrique (haut-
parleur, transducteur piŽzzo Žlectrique, ..). 
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1.10. ANNEXES 

1.10.1. A1  -TABLEAUX RƒCAPITULATIFS  

1.10.1.1. CORRESPONDANCE ENTRE LES DIFFƒRENTS TYPES DÕOSCILLATEURS  

 Oscillateur masse-ressort Pendule de torsion Oscillateur Žlectrique 

param•tre Elongation s Angle ,  Charge q 

Vitesse vibratoire   Courant i 

ÔinertieÕ Masse m J L 

Composant de rappel Raideur K Raideur en torsion C 1/C 

Rappel    

Energie (potentielle) 
   

Energie (cinŽtique) 
   

 

1.10.1.2. OSCILLATEUR MƒCANIQUE  LIBRE A 1DDL : LES PRINCIPAUX PARAM ƒTRES.  

Param•tre Sym
bole 

UnitŽ Expression 

Force rŽsultante F N 
 

ƒlongation s  m  

Coefficient de 
frottement 

h kg.s-1 
 

Coefficient 
dÕamortissement 

 s-1 
 

Coefficient de qualitŽ ! "  

 

Pulsation, FrŽquence, 
PŽriode propre 

ω0 , 
f0, 
T0 

rad/s , 
Hz  , ,  

Pulsation de 
lÕoscillateur amorti 
(pseudo Ðpulsation) 

 s-1 
  

 frŽquence Ð pŽriode et 
pŽriode propre de  

lÕoscillateur amorti  

, 

 

s 
 ,  

!  

ú s 

!  

ú "  

F = ! K s

!  

" C #

!  

u = q
C

1
2

 K Smax
2 1

2
 C ! max

2

!  

1
2

 C umax
2

!  

1
2

 m V 2

!  

1
2

 J  ú "  2

!  

1
2

 L  I 2

F = m 
d2s
dt2

 = ! h 
ds
dt

 ! ks

!  

s(t)  =  A0  exp " #t( )  cos $ pt +%0( )[ ]
h  = !  

Ffrott

vitesse
 

!  

" h
2m

Q=2!
Energiedel 'oscillateur

EnergieperduesurunepŽriode
"

1
h

mK

!  

" 0 =
K
m

!  

f0  =  
" 0

2#
=

1
2#

K
m

!  

T0 =1 f0

!  

" p
ω p = ω0

2 − β 2  = ω0 1 − 1
4Q2  = K

m
 − h

2

4m2  

€ 

Tp

€ 

f p

€ 

f p  =  
ω p

2π

€ 

Tp  =  2π
ω p
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DŽcrŽment 
logarithmique 

&  
 

 

1.10.1.3.   OSCILLATEUR MƒCANIQUE  FORCƒ : 

Grandeur Symbole UnitŽ  Relation 

Force rŽsultante F N 
F = m 

d2s
dt2

 = !  h!
ds
dt

 !  Ks + Fexc cos !  t( )  

Elongation instantanŽe 
en rŽgime permanent 

s m 

!  

s(t)  =  X "( )  cos " t  +  # "( )[ ]  

Amplitude X m 
X !( ) =

Fexc

! m! 2 +K( )
2
+h2! 2

 

DŽphasage de la 
rŽponse par rapport ˆ 
lÕ excitation 

!  rad 
! "( ) = arctan

! " h
! m" 2 +K

"

#
$

%

&
'  

Pulsation propre, 
FrŽquence propre 

ω0, f0 rad/s , s 

!  

" 0 =
K
m

 , 

!  

f0  =  
" 0

2#
=

1
2#

K
m

 

 

1.10.1.4. OSCILLATEUR ƒLECTRIQU E  

Grandeur Symbole UnitŽ  Relation 

Amplitude de charge 
en rŽgime forcŽ  

!  

Q(" ) C 
Q(! ) =

Eexc

L ! 0
2 ! ! 2( )

2
+ 2! "( )2

 

Largeur du pic de 
rŽsonance 

!  

" # $3dB  Hz 

€ 

Δω−3dB  =  R
L

 = 2$ 

Coefficient de 
surtension 

!  

Qs  

€ 

Qsurt  =Qqual  =  ωres

Δω−3dB

 

ImpŽdance du circuit 
sŽrie 

Z Ohms 

!  

R +  j" L  #
j

" C
 

 
  

δ = βTp = ln s(t)
s(t +Tp

!

"
##

$

%
&& 
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1.10.2. UTILISATION DES NOMBRES COMPLEXES EN PHYSIQUE DE VIBRATIONS. 

1.10.2.1. NOMBRE COMPLEXE 

 

Fig. 1-18 :  ReprŽsentation d'un nombre complexe par un point P(a,b) dans un plan . 

Les nombres complexes sont tr•s utiles pour traiter les probl•mes de vibrations et d'ondes. Un 
nombre complexe est l'image dans le plan d'un point P. L'abscisse correspond ˆ la partie rŽelle ; 
l'ordonnŽe correspond ˆ la partie imaginaire. Le nombre s'Žcrit : 

    z
! = (a,b)= a+ jb (forme algŽbrique), avec j un nombre imaginaire tel que  (en 

maths on utilise en gŽnŽral [i] ˆ la place de [j] ),  avec , , ou encore : 

  a =Re[z
!] la partie rŽelle du nombre  et  b = Im[z!]   la partie imaginaire.  

La correspondance entre nombre complexe et point dans un plan permet d'Žcrire :  

 (forme trigonomŽtrique du nombre complexe z). 

 est le module du nombre  ,  

 , dŽfini ˆ 2! pr•s est lÕargument (ou phase) de . 

Les opŽrations sur les nombres complexes sont identiques ˆ celles sur les nombres rŽels, avec en 
plus le nombre imaginaire j dŽfini plus haut. 

Il est parfois utile de considŽrer le conjuguŽ dÕun nombre complexe donnŽ par (  ) : 

.  

On montre que les nombres complexes permettent d'Žcrire la relation suivante (relation d'Euler) : 

e jθ =cosθ+ jsinθ . 

Il en rŽsulte la forme exponentielle de l'Žcriture d'un nombre complexe : 

. On dŽduit de la relation d'Euler que :   et  . 

Somme, produit et quotient de 2 nombres complexes : 

Partie réelle
x

y

P
θ

O a

b

€ 

j 2  =  −1

€ 

a = ρ  cosθ( )

€ 

b = ρ sin θ( )

€ 

˜ z  =  ρ  cos θ( )  +  j  sin θ( )[ ]

€ 

ρ  =  a2 + b2

€ 

˜ z 

€ 

θ  =  arctan b
a
# 

$ 
% 
& 

' 
( 

€ 

˜ z 

z   ou  z *

€ 

˜ z  =  x − jy  =  ρ  e− jθ  =  ρ  cos θ( ) − j  sin θ( )[ ]  =  ρ  cos −θ( ) + j  sin −θ( )[ ]  

€ 

˜ z  =  ρ  e jθ e
jπ
2  =  j e jπ  = −1
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Soient les 2 nombres complexes :   et   

La somme de ces 2 nombres est Žgale ˆ :  

 

Le produit et le quotient sÕexpriment facilement ˆ partir de la forme exponentielle : 

   et    

 

1.10.2.2. MOUVEMENT CIRCULAIRE ET OSCILLATION . 

Un mouvement dÕoscillation harmonique prŽsente une analogie avec les mouvements circulaires. 
ConsidŽrons la figure ci-apr•s. 

 

Fig. 1-19 :  Correspondance entre un nombre complexe et le plan.  

La figure reprŽsente un vecteur tournant  , de module -  ( )  ˆ une vitesse constante 

 dans un plan xOy. LÕextrŽmitŽ P du vecteur  dŽcrit un cercle. En projetant  sur les 

axes Ox et Oy, on peut Žcrire :  avec :  

  et . 

Cette reprŽsentation est dite de Frenel ou du vecteur tournant. On peut lÕutiliser pour reprŽsenter un 
mouvement dÕoscillation harmonique  si on remplace ,  par  et  -  
par le terme dÕamplitude A0. 

Le vecteur  peut •tre reprŽsentŽ par le nombre complexe  tel que  

(1.93)  .   

On voit alors que lÕexpression dÕun mouvement oscillatoire harmonique  
correspond ˆ la partie rŽelle dÕun nombre complexe de module  et dÕargument 

 . LÕoscillation harmonique peut donc sÕŽcrire en utilisant les complexes : 

(1.94) . 

Avec cette notation on a  et  .  

En pratique, on peut donc mener les calculs en utilisant la notation complexe, et revenir aux rŽels ˆ 
la fin.  Cette approche est tr•s fructueuse en analyse de vibrations. 
  

 z1
! =a1+ j b1=ρ1 e

jθ1
 z2
! =a2 + j b2 =ρ2 e

jθ2

 z1
! + z2! = a1+ a2( ) + j b1 + b2( )

 z1
! . z2! = ρ1 ρ2 e

j θ1+θ2( )

 

z1!

z2!
= ρ1
ρ2

e j θ1−θ2( )

Partie réelle x

y

P
θ

O A

B

€ 

OP
→

€ 

OP  =  ρ

€ 

˙ θ  =  dθ
dt

€ 

OP
→

€ 

OP
→

€ 

OP  =  OA  +  OB

€ 

OA  =  ρ  cos θ( )

€ 

OB  =   ρ  sin θ( )

€ 

s t( )  =  A0  cos ω0t +ϕ0( )

€ 

ω0t +ϕ0

€ 

˜ z 

€ 

˜ z  =  ρ  cos θ( )  +  j  sin θ( )[ ]  =  ρ  e jθ

€ 

s t( )  =  A0  cos ω0t +ϕ0( )

€ 

ρ  =  A0

€ 

θ  =  ω0t +ϕ0

€ 

˜ s (t)  =  A0  e j ω0t +ϕ 0( )

€ 

˜ ˙ s  =  jω  ˜ s 

€ 

˜ ˙ ̇ s  =  jω  . jω  ˜ s  =  −  ω 2  ˜ s 
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1.10.3. - EXEMPLES DE SYSTéMES MƒCANIQUES OSCILLANTS ƒQUIVALENTS AU 

SYSTéME MASSE-RESSORT  

1.10.3.1. INTRODUCTION 

De nombreux syst•mes mŽcaniques se comportent en oscillateur harmonique simple. L'oscillation 
est provoquŽe par des actions dynamiques sur des ŽlŽments prŽsentant une position d'Žquilibre 
statique. L'oscillation peut avoir lieu avec des parties rigides ou en dŽformation. D'un point de vue 
technique les oscillations peuvent •tre : 

- nuisibles (source de bruit, d'usure, ..) ou 

- utiles (transfert d'Žnergie). 

 

1.10.3.2. EXEMPLES D'OSCILLATEURS MƒCANIQ UES : SYSTéMES EN TRANSLAT ION 

Tout syst•me constituŽ d'ŽlŽments Žlastiques et de masses localisŽes se comporte comme le 
syst•me masse-ressort examinŽ ci-dessus. C'est le cas lorsque l'axe de l'oscillateur n'est pas horizontal. 
Dans ce cas le poids des corps en mouvement et l'orientation de l'axe dŽterminent une position de 
repos dans laquelle le ressort est dŽformŽ. C'est le cas Žgalement si le ressort est remplacŽ par une 
poutre Žlastique  . 

Le syst•me masse-ressort est utilisŽ dans tous les probl•mes de suspension Žlastique. Dans ces 
situations, la notion de dŽflexion statique sous charge nominale est utile. Il s'agit de la dŽformation ds 
du ressort sous le poids d'une masse m. 

Keq ds = Mg   ou  ds = Mg / Keq . 

 

Fig. 1-20 :  Syst•mes ˆ 1 degrŽ de libertŽ : masse+ressort dans diverses positions . Le 
comportement dynamique est indŽpendant de la position. 
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Fig. 1-21 :  Syst•mes ˆ 1 degrŽ de libertŽ :   Masse accrochŽe ˆ une tige Žlastique. 

Le syst•me montrŽ ci-dessus  constituŽ dÕune masse M accrochŽe ˆ une poutre verticale de masse 
m (en extension) est Žquivalent ˆ un oscillateur masse-ressort avec une constante Žquivalente de rappel  

 et une masse Žquivalente 
. 

  

 

Fig. 1-22 :  Syst•mes ˆ 1 degrŽ de libertŽ : Masse M au bout d'une poutre horizontale de 
masse m. 

Le syst•me ci-dessus constituŽ dÕune masse accrochŽe ˆ une poutre horizontale (en flexion) est 

Žquivalent ˆ un oscillateur masse-ressort avec une constante Žquivalente de rappel   

avec    et une masse Žquivalente 
. 

 

1.10.4. OSCILLATIONS ANGULAIRES : SYSTéMES EN ROTATION AUTOUR D'UN AXE FIXE 
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1.10.4.1. PENDULE PESANT COMPOSƒ 

 

Fig. 1-23 :  Pendule pesant.   

Le pendule pesant est constituŽ dÕune masse rŽpartie. La force de rappel sur le pendule ŽcartŽ de sa 
position d'Žquilibre est Žgale ˆ m g sin %. L'Žquation de mouvement est obtenue ˆ partir du principe 
fondamental de la dynamique des corps en rotation : Moment des forces par rapport ˆ l'axe de rotation 
= produit du moment d'inertie par l'accŽlŽration angulaire, soit : 

(1.95) I + m g L sin , = 0   

o• I est le moment d'inertie (des forces s'appliquant au centre de gravitŽ G). Pour des oscillations 

de faible amplitude, la pulsation est Žgale ˆ . 

Remarque : Si la masse est concentrŽe en G, on a  et on retrouve la pulsation du pendule 
simple. 

1.10.4.2. PENDULE DE TORSION 

 

 

Fig. 1-24 :  Disque plein suspendu ˆ une poutre, en rotation dans un plan horizontal. # est 
lÕŽlongation angulaire (ou angle de rotation du disque) 

ConsidŽrons un syst•me constituŽ dÕun disque rigide, fixŽ ˆ un support considŽrŽ indŽformable ˆ 
lÕaide dÕune tige Žlastique. Le disque est solidaire de la tige. Le mouvement de rotation du disque dans 
son plan se traduit par une Žnergie cinŽtique de rotation pour le disque et une Žnergie potentielle de 
torsion pour la tige. La tige est assimilable ˆ un ressort spiral et se caractŽrise lorsquÕil est dŽformŽ en 
torsion par une raideur en torsion C  [N.rad-1] analogue ˆ la constante de rappel en translation dÕun 
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ressort ˆ boudin.  On a (de la RdM) :  avec   , le module de Coulomb ;  

(  # 0,3 est le coefficient de Poisson. Le disque plein (Žquivalent de la masse du syst•me m-K) se 

caractŽrise par un moment d'inertie massique . 

LÕŽquation du mouvement est obtenue ˆ partir du thŽor•me du moment cinŽtique (dŽfini par 
rapport ˆ la position dÕŽquilibre) : 

 soit   avec  , soit la m•me forme que 

pour un syst•me en translation. 

 

1.10.5. LE PISTON Ë AIR ET LE RƒSONATEUR DE HELMHOLTZ 

 

 

(a) 

 

 

 

 

(b) 

Fig. 1-25 :   Piston ˆ air et son Žquivalent mŽcanique. Le mouvement de la masse m sur 
la colonne de gaz (a) est similaire ˆ celui d'un oscillateur masse-ressort classique. 

Un piston constituŽ dÕune masse m appuyant sur une colonne de gaz est Žquivalent ˆ un oscillateur 
du type m-K. Soit S la section de la colonne. La variable du mouvement est le dŽplacement u de la 
masse m. Dans l'hypoth•se o• l'amortissement est nŽgligeable, il n'y a pas de dissipation d'Žnergie. La 
compression est adiabatique (pas d'Žchange de chaleur avec l'extŽrieur) et l'Žquation de Laplace  
(1.96)   

 peut •tre appliquŽe o• .  est le rapport  du gaz, CP,V, la chaleur spŽcifique ˆ pression constante 

(indice P) et ˆ volume constant (indice V) (.  =1,67 pour les gaz monoatomiques, 1,4 pour les gaz 
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diatomiques). Pour de petits dŽplacements u autour de la position d'Žquilibre, la force de rappel est 
Žgale ˆ : . La variation de pression est donnŽe par :  

(1.97)     

ce qui donne une force de rappel de   

(1.98)  

En appliquant la seconde loi de Newton ˆ la mini colonne, on obtient :  

(1.99)  o• on reconnait l'Žquation d'un oscillateur : 

(1.100)  avec  . 

On a pour le ressort Žquivalent, une raideur Keq : 

(1.101) . 

On en conclut que le syst•me ci-dessus se comporte en oscillateur de pulsation propre : 

(1.102) . 

Remarque : On peut aussi exprimer la pulsation en fonction du coefficient de compressibilitŽ du 

gaz (en conditions adiabatiques) 
  

Žtant donnŽ que et donc 

. 

Dans le cas o• le tube n'est pas fermŽ par une masse m, il y a vibration libre de la masse de gaz 
contenue dans le tube (rŽsonateur de Helmholtz ). Le formalisme indiquŽ ci-dessus reste valable, il 
suffit de remplacer la masse m par la masse de la couche d'Žpaisseur de gaz dŽplacŽ ˆ l'entrŽe du tube.  

ConsidŽrons le cas particulier d'un rŽcipient cylindrique, de section S et de hauteur H (figure) 
disposant d'un goulot d'admission assimilable ˆ un cylindre de section s et de hauteur h (figure ci-
dessous).  
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Une perturbation ˆ l'entrŽe du rŽcipient cause un 
dŽplacement de l'air dans l'ouverture (le volume 
s.h) , soit u ce dŽplacement. En consŽquence, la 
pression p dans le rŽcipient varie de δp. Cette 
variation de pression entra”ne l'apparition d'une 
force de rappel qui tend ˆ ramener la colonne de 
gaz s.h dans sa position de dŽpart (Žquilibre). 

En supposant que le gaz est parfait, la variation 
de pression est reliŽe ˆ la variation de volume par 
la relation  

 avec .  =  . 

 

Le dŽplacement de la colonne d'entrŽe cause la variation du volume disponible pour le gaz se 
trouvant dans le rŽcipient de :  

On peut donc Žcrire l'expression pour la variation de pression δp :  

 soit une force de rappel de  . 

En appliquant la seconde loi de Newton ˆ la mini colonne, on obtient :  

 o• on reconnait l'Žquation d'un oscillateur : 

 avec  ( c cŽlŽritŽ du son ) . 

 

1.10.6. LE PENDULE LIQUIDE 

 

Fig. 1-26 :  Oscillation d'une colonne de liquide dans une tube en U.  

Une colonne de liquide dans un tube en U se comporte en oscillateur. Soit le syst•me ci-dessus 
constituŽ dÕun tube de section S, rempli dÕune colonne de longueur L dÕun liquide de densitŽ - . Le 
liquide est dŽplacŽ dÕune hauteur s puis laissŽ libre. La force de rappel est constituŽe du poids du 
liquide dŽplacŽ, soit celle dÕune colonne de hauteur 2s. La 2•me loi de la dynamique sÕŽcrit :  

(1.103)   
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m = - SL Žtant la masse de toute la colonne de longueur L qui se dŽplace. Il en rŽsulte un 

mouvement pŽriodique de pŽriode  de pulsation  et de pŽriode    . 

 

1.10.7. LA LIAISON ATOMIQUE 

ConsidŽrons une molŽcule di atomique, comme la molŽcule dÕhydrog•ne. Les 2 atomes sont 
maintenus ˆ une distance dŽterminŽe par un Žquilibre entre les forces rŽpulsives et les forces 
attractives. Cette interaction se traduit par un potentiel pour les atomes, qui prŽsente un minimum, le 
syst•me prŽsentant alors une analogie avec une bille au fond dÕune cuvette1. 

 

 

 

Une molŽcule di atomique se comporte comme 
un oscillateur mŽcanique constituŽ de 2 masses 

reliŽes par un ressort 

Les 2 atomes sont placŽs dans un potentiel qui 
prŽsente un minimum pour une distance donnŽe. 

Fig. 1-27 :  MolŽcule di atomique et son puits de potentiel 

 

Les deux atomes de la molŽcule di atomique (H2, N2, ...) sont maintenus ˆ distance fixe par une 
force de rappel analogue ˆ celle dÕun  ressort dont on peut dŽterminer la raideur K. La force de liason 
est dŽrivŽe du potentiel comme suit : 

 

ce qui correspond ˆ une raideur Žquivalente de ressort Žgale ˆ  . 

 La modŽlisation de lÕoscillateur am•ne ˆ une puslation donnŽe par lÕexpression : . 

Dans le cas o• les atomes ne sont pas identiques (C-O par exemple), la masse ˆ prendre en 

considŽration est . 

 

 

 

                                                        
1 Ondes et vibrations, M. Nicolas, Dunod, 2009, p 21 
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1.10.1. AUTRE EXEMPLE DÕOSCILLATEUR : LA SEICHE DES LACS 

 

On appelle seiche lÕoscillation du niveau de l'eau dans une baie ou un lac, provoquŽe par une 
diffŽrence locale de pression atmosphŽrique, ou par un vent localisŽ sur un c™tŽ du plan dÕeau. 
Lorsque la diffŽrence de pression dispara”t la masse liquide oscille dans son ensemble, un peu comme 
lÕeau dÕune baignoire. 

 

Fig. 1-28 :   Seiche : Oscillation dÕun masse dÕeau (lac) 

 

1.10.2. LES FROTTEMENTS EN MƒCANIQUE 

1.10.2.1. FROTTEMENTS SECS 

Dans les syst•mes mŽcaniques, le frottement entre deux corps solides en mouvement, produit une 
force proportionnelle ˆ la rŽaction du support. Cette force de glissement (dite force de Coulomb), 
s'oppose ˆ la vitesse mais ne dŽpend pas de celle-ci :  

  

avec µ : coefficient de frottement et FS, la rŽaction normale du support.   

L'Žquation du mouvement devient dans ce cas :  

 . 

Il n'y a pas dans ce cas de solution analytique gŽnŽrale. On montre cependant que l'amplitude des 
oscillations dŽcro”t linŽairement avec le temps, que la pŽriode des oscillations est la m•me que pour 
l'oscillateur sans amortissement. La position finale du mouvement, peut •tre diffŽrente de la position 
de repos. L'oscillateur s'immobilise d•s que l'amplitude devient infŽrieure ˆ un Žcart x0 tel que pour x0  
la force de frottement Žquilibre la force de rappel. 

 

Fig. 1-29 :    Oscillation amortie par un frottement sec. La dŽcroissance de lÕamplitude est 
linŽaire. 
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1.10.2.2. AMORTISSEMENT FLUIDE (OU VISQUEUX) 

Dans un syst•me mŽcanique, les frottements secs peuvent •tre pratiquement supprimŽes par 
lubrification adŽquate. Il subsiste alors un amortissement par frottement fluide qui ne peut pas •tre 
nŽgligŽ. En l'absence de lubrification par un apport de substance liquide, le frottement entra”ne 
l'arrachement d'une mince couche de mati•re, qui crŽe les conditions du frottement fluide. Il est donc 
raisonnable pour les oscillateurs mŽcaniques avec frottements d'introduire le terme correspondant dans 
le bilan des forces. L'amortissement fluide ou visqueux se manifeste par une force proportionnelle ˆ la 
vitesse, de coefficient h [N.s.m-1] :   

(1.104)   . Le signe (-) indique que la force est opposŽe ˆ la vitesse (et donc la direction du 

mouvement). 

Dans les syst•mes Žlectriques on trouve le phŽnom•ne Žquivalent avec l'apparition d'un courant de 
Foucault lorsqu'un conducteur se dŽplace dans un champ magnŽtique. LÕŽquivalent Žlectrique du 

frottement visqueux et la loi dÕOhm . 

1.10.2.3. AMORTISSEMENT STRUCTURAL (OU HYSTƒRIQUE) 

Tout composant Žlastique (ressort, t™le, panneau, ...) dissipe de l'Žnergie lorsqu'il est soumis ˆ une 
vibration. Dans un domaine limitŽ de frŽquence, le matŽriau peut •tre caractŽrisŽ par un coefficient 
appelŽ facteur de perte notŽ d. On traite le probl•me comme s'il y avait un amortissement visqueux 
en parall•le avec l'ŽlŽment considŽrŽ. On dŽfinit un coefficient de frottement structural hstruct qui 
dŽpend de la pulsation d'oscillation. Il existe en gŽnŽral un intervalle de frŽquence [" min, " max] dans 

lequel hstruct peut •tre mis sous la forme suivante :  

(1.105)  . 

1.10.2.4. FROTTEMENT DE NEWTON 

Dans  les milieux de forte viscositŽ, la force de frottement est proportionnelle au carrŽ de la vitesse. 
LÕŽquation diffŽrentielle rŽsultante : 

(1.106)   

nÕest plus linŽaire ; il nÕy a pas de solution analytique. 

 

1.10.3. UN EXEMPLE D'APPLICATION DE MOUVEMENT VIBRATOIRE : LA MESURE DU 

TEMPS. 

On mesure le temps ˆ l'aide d'oscillateurs dont la pŽriode constitue l'Žtalon de durŽe dont on 
compte les rŽpŽtitions. Le premier Žtalon a ŽtŽ le jour solaire divisŽ en 86 400 secondes. On s'en sert 
pour dŽfinir une Žchelle temporelle de rŽfŽrence, le temps universel (TU). Les deux probl•mes 
suivants apparaissent cependant. 

¥ Une rotation de la terre ne correspond pas ˆ une nombre entier de jours ; des corrections sont 
nŽcessaires, ce sont les annŽes bissextiles. 

¥ La vitesse de rotation de la terre n'est pas constante. Sur une longue pŽriode, la durŽe d'une 
journŽe diminue ˆ raison de 1 microseconde par si•cle. A l'Žchelle humaine, la prŽcision de l'horloge 
solaire est suffisante. Pour mesurer de fa•on prŽcise les phŽnom•nes atomiques et molŽculaires, une 
prŽcision plus grande est nŽcessaire. 

D•s 1930 est apparue l'horloge ˆ quartz qui prŽsente l'inconvŽnient d'une frŽquence, et donc d'une 
indication qui varie lentement avec le vieillissement du cristal. 
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Pour les mesures prŽcises l'horloge atomique s'impose ; elle est basŽe sur la vibration de la 
molŽcule de cŽsium. Une nouvelle dŽfinition de l'unitŽ de temps est devenue possible en 1967. La 
seconde atomique est dŽfinie comme la durŽe de 9 192 631 770 pŽriodes de la radiation 
ŽlectromagnŽtique Žmise par l'atome de cŽsium 133. Cette frŽquence atomique a ŽtŽ choisie pour que 
seconde solaire et seconde atomique co•ncident. Plusieurs horloges atomiques fonctionnent dans le 
monde. La moyenne de leurs lectures constitue le temps atomique. 

1.10.4. LES OSCILLATIONS DU CORPS HUMAIN 

Le corps humain est source et objet de vibrations. On pense naturellement au cÏur. Les 
solliciations extŽrieures peuvent ˆ certaines frŽquences induire des vibrations de certaines parties du 
corps qui peuvent alors entrer en rŽsonance et produire des effets pathologiques nŽfastes. En 
mod•lisant de fa•on simple on peut identifier quelques frŽquences qui peuvent poser probl•me 

Partie du corps FrŽquences g•nantes (Hz) 

Thorax 3 ˆ 7  

CÏur  4 ˆ 8 

Bassin 4 ˆ 9 

T•te 20 ˆ 30 

Globes oculaires 60 ˆ 90 

Extrait de Ondes et vibrations. Maxime Nicolas, Dunod,  2009, p 33 
 


