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1. Oscillations : systsmes 7 un degrZ de libertZ

Vibrationslibres. Vibrations forcZes. RZsonance.

1.1. EN PREAMBULE

Les phZnomenes ZtudiZs dans un cours sur les vibrations et lesondesient tous les domaines
dela physique et de IQingZniZrie. Si le cours sQintitibeaGons et ondesE cela signifie qulil y sera
question de mZcanique, dOacoustique, dOoptique, dOZlectromagnZtisme et que toutes les spZcialitZs
IOingZnieur, auxglles on peut ajouter |Oarchitecture dans ses aspects structures et ouvrages, y
trouveront un intZret.

La notion principale utilisZdans un cours @brations et ondeE est (Znergie grandeur " la fois
intuitive et mystZrieuseDans les situations debrations (ou dOoscillations) IOZnergie est localisZe
dans un espace limitZ, assimiIZ ~ un point ou sOZtendant dans un volume limitZ. Dans le cas des ondes,
I@Znergie se propage ~ partir dOune source qui esemigeun oscillateur, pour aller se deodans
la matiere rencontrZe, ou redirigZe dans sa propagation. Suivant le cas, il sera question dOabsorption,
de rZflexion, de diffusionge diffraction,de dispersionComme toute vibration ou onde est une
manifestation dOurferme d@nergie, on retrouvdes notions communes quglie soit le domaine.
LOingZnieur, quelque soit sa spZcialitd, besoin des notions suivantes introduites dans ce cours
frZquences propres, temps de relaxation, modes de vibration, interfZrence, vitesse de phase, vitesse de
groupe, polarisation ....

A un niveau tres gZnZral, on peut classer les pthom-nes physiques en deux grandes catZgories
mZcanique et ZIectrlque Dans le cas mZcanique, les phZnomenes sont rZgis par les lois de la
gravitation et de IOinertien relation agc la masse des objets et le champ gravitationnel associZ. Dans
le cas Zlectrique, cOest le champ ZlectromagnZtique liZ ~ la propriZtZ de charge Zlectrique de certaines
particules constituant la matiere. En pratique, les syst-meanuerZaIisons et quaous utilisons
sont ~ la fois chanlques et ZIectrlq,LmSOZtude des deux situationsugi ~ 10ingZnieur, quelle que
soit sa spZC|aI|tZPourIa clartZ de IOexposZ il convient de se placer soit dans un cas chanlque soit
dans un cas Zlectriqukes situations GnZcanique& sont relativement intuitives et assez faciles
Ccomprendrée. Les situations Zlectriques le sont moins et sont le plus souvent basZes sur la bonne
application de conventions, qui si elles sont bien respectZesntaméon rZsltat, mais qui ne sont
pas faciles " suivre " toutes les Ztapes.

1.2. L’ENERGIE ET SES MANIFESTATIONS COURANTES

L&nergie est une grandeur fondamentale en Physique. matisre et le rayonnement
ZlectromagnZtique(Zm) qui constituent la partie de IQunivers goas pouvons observer sont deux
formes de cette entitZ fondamentale. Les dZveloppements de la physiqU¥ aisc2@, stimulZs par
les idZeslu Physicien Einstein, orfait appara’tre une Zquivalence emtraisre et rayonnemenfm
Cette dZcouverte estsumg dans lacZlsbreformule E = mc? : une quantitZ de matisre de massest
caractZrisZe par uaergieE, ¢ Ztant la cZIZritdes ondes ZlectromagnZtiques dont la forme qui nous
est la plus familiere est lumiere.

LOZnergie se mamste sous deultiples formes. Les formes dOZnergie suivantes interviennent dans
les phZnomenes de vibrations.

fnergiemZcanique

fnergie cinZtiquede translation: E,=1mv’ est I0Znergie dOun objet de massse
dZplasanten ligne droit€ la vitesse constante dans un repere donnZ.
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fnergie cinZtiquede rotation :E, =11/ * est I0Znergie cinZtique de rotation dOun objet de
moment cinZtiqué et de vitesse angulaire

fnergie potentielle de dZformatian EpZ%KX2 est la variation dOZnergie potentielle de

dZformation dOun objet Zlastique allongZ du type ressort, de Kaident la longueur a variZ dOune
quantitzx.

fnergie thermique Q=mC, ! T est la quantitZ dOZnergie thermique (ou chatidun
corps de mass®, dont la tempZrature a variZ'de degrZsCy, est la capacitZ thermique.
fnergie potentiellede pesanteur ! Epp =mg! z est la variation dOZnergie potentielle de

pesanteur dOun corps de masseoumis " la pesanteur terresteg dont IQaltitude (sur une petite
distance) varie dez (g = 9,81N.kg").

fnergieZlectrique

fnergie du champ Zlectrique crZZe par des chargesy stockZe dans un

2
condensateur E; =3 CU* = %q— ; C est la capact du condensateur/a tension " ses bornes.

fnergie magnZtiquedans une bobinelOinductancé traversZe par un courant dQintensitZ
Emagnz% Li® .

Les systemes ZtudiZs dans un cours swyitgsitions corresponderdux situatiors dans lesquelles
une partie de I0Znergie varie pZriodiquement dOune forme ~ unelawtireZtique ~ potentielle dans
les syst'mes mZcaniques, dOZlectrique ~ magnZtique dans les systmes ZlddDiuergie reste
localisZe si le systme est isolZ. Bda cas contraire, I0Znergie sOZchappe vers les ZIZments voisins et
se propage dans le milieu environnant sous la formedd®
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1.3. L’OSCILLATEUR LINEAIRE A 1 DEGRE DE LIBERTE

1.3.1. CLASSIFICATION DES OSCILLATEURS

Suivant les conditions dans lesquelles on &&@) un systeme pourra osciller librement ou de faeon
forcZe.

- les oscillations libres : le systme est mis en mouvement par une perturbation initiale (se
trgduisant par un apport dQZnergie) qui dure un bref instant, et, liviZmemai revient
pZriodquement ~ la position d'Zquilibre,

- les oscillations forcZes : I'excitation est permanelatesysteme reeoit un flux continu
dOZnergie quQOil accumule en partie, transforme et/ou restitue au milieu environnant

On classe les systemes oscillants suivant niveau de complexitZ. Il convient pour cela de dZfinir le
nombre de parametres nZcessaires pour le dZcrire.

_ Les systsmesoscillants les plussimples et isolZsont un seuldegrZ de libertZet sont dZcrits
|Oaide dOun parametre unidqhe parametre correspond ~ I0Zcart par rapport ~ la situation de repos ou
dOZquilibre autour de laquelle se fait IOoscillation.

- en mZcanique, il s'agit d'etranslatiorsuivant un axeu dOune rotatipn

- dans les systemes Zlectriques il peut s'dgit courant de bobine, d'une charge de condensateur,
d'un champ Zlectrique, d'une induction magnZtique.

Les g/stemes complexe$ plusieursdegrZs de libertZ Un systeme est complexe s'il est constituZ
d'un grand nombre de parties en mouvenpenivant Zviuer de fason interdZpendantes chaque
type de mouvement correspond un degrZ de libertZ. Un mouvement quelconque peut stre considZrZ
comme formZ d'un ensemble de mouvements simplesoalesdont les propriZtZs sont celles d'un
oscillateur harmonique.

1.3.2. LOSCILLATEUR E 1 DDL

Un systeme physique se comporte @stillateur * 1 degrZ de libertZsi son Ztat (position, Znergie,
...) peut «tre dZcrit " I0aide dOun seul param«ep&ticularitZsont:

- un Ztat dOZquilibre stable,

- des phZnomenes deappelvers la position dOZquilibre sOil en est ZcartZ par des sollicitations
extZrieures,

- deux formes dOZnergie avec Zchange pZriodique.

Une excitation breve se traduit par une oscillation pZriodique autour de 10ZZquilibre. Si T est la
pZriode du phZnomeret s(t) 1OZcart par rapport ~ IOZquilibf©n utilise frZquement le symbdle],
ona: s(t)! s(t+T)! s(t+2T)! ...... I st+nT) .

Un oscillateur mZcaniquest constituZ de deux ZIZments

- un composant inertiel, capable de stocker de I'Znergie cinZtique,

- un composant Zlastique, capable d'emmagasiner de I'’Znergie potentielle Zlastigablet
de ramener le systeme versmasition dOZquilibre.

COest le cas pour lesigalispositifs suivantéfigure ciapres)

- mouvement vibratoire de translatiomn objet ponctuel de masse m accrochZ ~ un ressort de
raideur K, luimeme fixZ ~ un b%eoti rigide, immobile dans un repere galilZen (systr g

- mouvement vibratoire de rotatiomn disque fixZ ~ une tige Zlastique fixZe ~ un b%i rigide, en
rotation autar de I0axe de la tige.
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Un autre cas dOoscillateur mZcanique ~ 1 ddl est le pendule, pour lequel cOest le champ de pesanteu
qui exerce IOaction de rappel.

support fixe 7 Pivot 0
= tige dZfor- 7
mable en : L
torsion : tige _rlglde
K : mobile en
| rotation en
: @]
R
s m
S disque mobile en rotation
m { )
(b) ()
(a)
Fig. 1-1: Exemples dOoscillieurs mZcaniques simples ~ 1dd. (a) Oscillateur en

translation, (b) oscillateur en rotation , (c) pendule. s et ! sont les Zcarts par rapport ~
la situation dOZquilibre.

LOoscillateur est dinZaire si IOaction de rappel vers 10Ztat dOZquilitmepesttionnelle” I0Zcart
par rapport © cet ZtaPour le ressort du systeme-kh cela signifie que la force de rappel sOZcrit
Fa =! Ks . Cette hypothese est vraie en gZnZral pour les petits ZialetsdZformation augmete

systeme devient non linZaire et la force de rappel sOXgit=! K s! K,s*! K;s°! ....

Les systsmes linZaires ont la propriZtZ de vZrifigpriacipe de superposition: la rZponse du
systeme ~ plusieurs forces extZrieures est la somme des rZponses aux forces prises sZparZment. Dans
la suite nous considZrons dgstemes dans le rZgime linZaire.

Léscillateur Zlectriqu&lZmentaire ~ un ddl esbnstituZ dOun condensate@une bobiret dOune
rZsistance.

Int.1 Int.2

L e & e VYV -

//\ - R
C boucle 2

UG_-F_ boucle 1

_—

Fig. 1-2 : Oscillateur Zlectrique ZIZmentaire RLC (1ddl) : La boucle 2 du circuit prZsente
des oscillations du courant lorsque IQinterrupteur 2 est fermZ, ~ un moment oe le
condensateur C est chargZ.
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1.4. L’OSCILLATEUR MECANIQUE EN TRANSLATION A 1DDL EN REGIME LIBRE

1.4.1. DESCRIPTION DE LOSCILLATEUR

ConsidZrons IQoscillateur mZcanique constituZ dOun objet p@ytdelmassem fixZe ~ un
ressort de longueur ~ vid&, et de raideuK et pouvant glisser sur une surface horizontale. Le ressort
est supposZ idZal, cGesire de masse nZgligeable par rapport ~ la masgei est fixZe ~ [Oune de
ses extrZmitZs.

Fsupp

---;Z:-nnﬂ---- ------------- »
1 d X
i LSOy P :
X=0 X:XO
Fig. 1-3: Oscillateur m-K. Les forces en prZsence lorsquOune force extZrieure Zcarte le

systeme hors de sa pos ition dOZquilibre.

A 10ZquilibrgO) se trouve " la positioXo. Si une force extZrieufe,agit sur Q), celuici sOZcarte
de sa position dOZquilib8nit s(t) ceZcart” un instantt.

1.4.2. BILAN DES FORCES DON OSCILLATEUR M-K
Les forces gi sOappliquent s(®) sont les suivantes.

- son poidsP compensZ par la force de rZaction du sugR@pt considZrZ ici ~ IOhorizontale. Ces
deux forces agissent pamdiculairement ~ la direction du dZplacement et nOinfluencent donc pas le
comportement dynamique de lIOoscillateur.

_Remarque Si la direction de dZplacement XOX est diffZrente de IOhorizontale, la position
dOZquilibre est modifiZe et on prendrait commgine des dZplacements cette autre position
dOZquilibre.

Les forces agissant dans la direction de dZplacement sont

- la force de rappeF,,,=! Ks ;

Remarque Le signe {) que le rappel se fait dans le sens opposZ " |@Zcarestpositif, la force
agit dans le sens des x nZgatifs)

N Y d%s
- la force dOinerti€; =! m" =1 mW :

ds
dt’

v est la vitessénstantanZeh, le coefficient de frottemenCette expression correspond au cas dOun
frottement dit visqueuru liquide, ce qui est en gZnZral le cas en pratique.

- la force de frottemenk;, =! hv=! h

- la force extZrieur€ey.
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En appliquant le principe fondamental de la dynamiq!;e RZO ) on obtient

d’s . ds
'mwlhal KS+FeX,(:00U
d’s . ds

1.1) m—+h—+Ks=F_..
€1 dt>  dt e

1.4.3. SYSTEME LIBRE SANS PERTES : OSCILLATION HARMONIQUE SIMPLE (OHS)

ConsidZ[ons le cas simpjifiZ de If)oscillateu[ pour lequel les frottements seraient nZgligebles (
Si (O) est ZcartZ de son Ztat dOZquilibre dOune qs§htt®) = A puis libZrZ,on observera le

rZgime dOoscillations dites libres. LOZquation diffZrentielle sOZcrit alors
2

1.2) m$’+K s=0.

Pour rZsoudre cette Zquation et trouver |[Oexpressigt), derivons I0Zquation sous la forme

suivante
2

d’s
(13)¥+I 02820 .

Cette Zcriture utilise le termle,, = K/m dont le sens apparat plus loin.

1.4.3.1. RfSOLUTION DE LQUATION DE L @SCILLATEUR LIBRE NO N AMORTI £
L@IDE DES NOMBRES COMPLEXES.

Le systeme oscillant 1 degrZ de libertZ et sans amortissemenitsidZrZ cidessusnous a menZ °

. y d?s(t
IOZquation diffZrentielle suivante#ﬂ . S(t)=0 .
dt

On voit que le parametre (Zcart par rapport ~ la position dOZquilibre) et sa dZrivZe temporelle du
second ordre se combinent de faeon linZaire pour donndrafonction exponentielle a cette
propriZtZ il est donc logigue de chercher des solutions de la forme

s(t)=Ce¢"

o C est une constante etune grandeur ers’. (it une grandeur sans dimensiompres
remplacement dans I0Zquatdfyrentielle, on a

Cr?e'+C! j€e'=0.
Cette Zquation est vZrifiZe pour tGuét ~ un instant quelconque " la condition suivante
2 2 . 2 2 .
re+!/ ,°=0,soit r* = - w,” ouencorer = * jw,.
La solution de 10Zquation diffZrentielle sOZcrit:donc

s(t)=C*e'*+C'e V",
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Fig. 1-4 : La solution complexe de I0Zquation diffZrentielle en reprZsentation du vecteur

tournant.
En utilisant la reprZsentation du vecteur tournant prZsentZe en annexe, on voit que la somme des
deux termes de la solution proposztarespond ~ une oscillation harmonique suivant un axe en

prenant C = C. On voit aussi quOon peut gZnZraliser en prenant la grandeur coifiples@¢*'" .
La solution gZnZrale devient alors

!v(t)= C* e/ +C¢ i

ou encoresouda forme rZelle
1.4)s()=C cos(w0t+q00)

Cet" ; sont des constantes qui dZpendent des conditiitiages (* t=0).

Si les_conditions initiales sont telles que dZcrites plus haut (IOobjet (O) est libZrZ sans vitesse
initiale dOun Zcart)Ala solution devient

(1.5) s(t)=Acos(! ).
Le mouvement est dorsinusoedal IQoscillateur est dit harmonique.

1.4.3.2. PARAMéETRES DE L 'OSCILLATEUR HARMONIQ UE

Il existe au moins deux raisons " I'Ztude des oscillations harmoniques des systemes " 1 degrZ de
libertZ.

La premiere raison est physigue un grand nombre de vibrations suit une variation
sinusoedale, par exemple dans tous les systemes mZcaniques IZgerement dZplacZs de leur position
d'Zquilibre; c'est en fait presque toujours le cas lorsque |'andglitest petite, #plitude Ztant
dZfinie comme la valeur maximale de la grandeur caractZristique (Zlongation, rotation, dZplacement,
E).

La deuxisme raison est mathZmatiguelle est due "~ la dZcouverte de Fourier (1807Yo@e
perturbation qui se rfe de fason pZriodique avec une pZriode T, peut stre considZrZe comme la
superposition de vibrations purement sinusosdales de pZriode T, T/2, T/3 , E La vibration " la pZriode
T est la vibration fondamentale, les autres sont des harmoniques. Les asplitesl diverses
vibrations dZpendent de la perturbation considZrZeE.

Le parametres(t) dOun oscillateur libre non amorti sOZcrit

s(t)=Acos @t +¢,) -
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La grandeur caractZristique €sf = K/m (rad.s"), la pulsation propre ou frZquence angulaire

Les autres grandeurs qui en dZpendent:sont

. 1
- la frzquence propréozz—l" o (Hz) et

- la pZriode propre des oscillatiofig= A 27:1/ & (s).

A I'amplitude de IQoscillation, correspond IOanrt malqiar rapprt ~ la position dOZquilibre.
La grandeur® = w,t + ¢, est appelZe Oangle de phasgbase

I est la phase " IQinstant t=0 pris origine (ou phase initiale), dZpewdnt#tons initiales du
mouvemen{position et vitesse f=0). Si” t = Oles systeme estiZviZde saposition dOZquilibret la
vitesseestnulle, alors! ;= 0.

X
A = >
A-:f-- T = 1/fe2t/o
Acosqy
b
S - -2t A
X’
Fig. 1-5: Oscillation sinusoedale (ou harmonique) s(t) = A cos (" ot + ! ¢)). LOintervalle de

temps T entre deux passages successifs par le maximum est la pZriode
dOoscillationTg

1.4.3.3. VITESSE ET ACCfLfRATION DE L@SCILLATEUR
La vitesse est obtenue en dZrivant la position s(t)
ds(t)
dt

La valeur maximale (ou amplitude) de la vitesse est (V = w,A. Le dZphasage entre vitesse
et position est de !/2. La reprZsentatigectorielle est montrZe-aipres.

v(1) =

= —Aw, sifwy + @) = Aw, Cos(wot + (p0+%)
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Vitesse

»
Fig. 1-6 : ReprZsentation vectorielle de I0Zlongation et de la vitesse dOun oscillateur

LOaccZlZration est obtenue en dZrivant la vitesse
dv(t
() = # = # A$,2 cof$t + %) = #$,) ).

Remarque |l appara’t que I'accZIZration est proportionnelle ~ la position. Cettmnetst utilisZe
en pratiquepour obtenir la variation de la position d'un objet oscillant * partir de la mesure de son
accZlZration.

1.4.3.4. RELATION ENTRE LES CONDITIONS INITIALES ET LES PARAMéETRES
D'OSCILLATION

Soit un corps subissant un mouvement pZriodafei par la distance s(t) du corps ~ sa position

dOZquilibres(t) = Acog"  t + #,):
_- la 'position’ est comprise entA et +A sur un axe xO0x (IOorigine de 10axe est la position

dOZquilibre),

- la pZriode du mouvement est T ="24/.
_ Lasituation ” t=0 est bien dZfinevec s(t=0)= Set ds/dt = \§ " cet instant sont connus. On peut
Zcrire

s(0)=S=Acos!getVy=-"gAsin!,.

En connaissant Set V; il est donc possible de dZterminer I'amplitude et la phase initiale d'un
mouvement harmonique simple dont ldsation" , est connue :

VO
0
Les deux cas particuliers de conditions initiales sont :

- limpulsion initiale avec s(0) =0 et ds/d t=0) = Vo et
- le Ol%ocherO : s(0) = Agt 0.

Un mouvement rZel ne pouvant en pratique durer qu'un temps lintidise des pertes par
frottements, I'Zquation ne peut dZcrire une vibration rZelle qu'avec une certaine approximation.

&
(16) A = .S+ g,@vi( et tan(/,)=!

1.4.3.5. REPRfSENTATION DE L 'OSCILLATEUR HARMONIQ UE DANS L'ESPACE DE
PHASE

L'espacede phaseest constituZ d'un repere ayant pour coordontizemlitude du mouvement et
sa dZrivZe par rapport au temps (¢Bdse la vitesse vibratoire). Une trajectoire de phase dOun
mouvement vibratoire est sa reprZsentation dans IQespace de phase pour des conditions initiales
(position et vitesse) donnZesnéJpZriode d'un mouvement pZriodique est reprZsentZe par une ligne
fermZe. Pour un oscillateur harmonique, 'amplitude Ztant donn.s(t) = A Cos(wot + (po) la

dZrivZe temporelle s'Zcrit :
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(1.7) %:v(t):—Aa)O sin(@,t +¢, )

Un cycle du mouvement se traduit dans I'espace des prarsasepellipse d'Zquation :
(1.8) L G
AT Ao

L'amplitude A est le parametre caractZristique de la courbe de I'espace de phase.

Pour un mouvemerglus compliquZ d'ordre (n = nombre de translations et de rotation@espace
des phases est dZfini papositions et rvitesses.

1.4.3.6. fNERGIE DE L@OSCILLATEUR MfCANIQU E NON AMORTI

Les deux formes dOZnergie de IQoscillateur

Un oscillateur estvqualifiZ de n@morti ou conservatif, si la diminution de I'amplitude au cours du
temps, due aux phZnomenes de dissipation de I'’Zneoge ferme de chaleur, est infZrieure ™ la
sensibilitZ des instruments. Dans le systeme messsort, IOZnergie totale est la somme

- de I0Znergie cinZtique de la masse et de
- |OZnergie potentielle de dZformation (compression ou extension) du ressort.

En Zcivant IOZIongatlon sous la fornsft) = A cos ( ot +! ), on a les valeurs suivantes pour
IOZnergle cinZtique et IOZnergie potentielle instantanZe pour un Zcart s par rapport ~ la position
dOZquilibre :

1

t = 5 m v3(t) = m"ds%

t&

= % m((A) ) sif() t+*,) = % A2 K SIN?() gt +*,)

cm

N~
o

(1.9)

LOZnergie potentielle est obtenue en calclgatravail de la force exercZe par le ressort, soit
I0Zquation

Eo W=E =" H"Kx) dx = % Ks’ soitici:
0

(1.10) E,, (t)= % K A? cos(" t+#,)

N L'Znergie totale E du systeme pour un Zcart quelconque s est Zgale " la valeur maximale de IOune et
IOautre de ces expressions qui sont Zgales pour des raisons Zvidentes de conservation de IOZnergie :
1 . 1 1
1.11) E,, = EKA2 [cog(.)+sin’(.)] = EKA2 = S o A? = const
NB : L'Znergie est proportionnelle au carrZ deplitode. Ce rZsultat est valable quel que soit le
type de vibration considZrZe.

Approche ZnergZtique pour dZcrire un mouvement vibraire. MZthode deRayleigh
de dZtermination de la frZquence propre
LOZquation diZrentielle obtenue " partir de I0Znergie

_Soit une masse en oscillation au bout dOun ressort idZal de raideur K et se gZpIa-ant suivant un axe
xOO0x. S'il est possible de considZrer que la masse du systeme est concentrZe au bout d'un ressort *
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rZponse linZaire, I'Zquation de mouvement peut etrenabt ~ partir de la loi de conservation de
I'Znergie mZcanique totale E :

d (Ecin + Epot) _

(1.12) % mv + % Ks® = E =Const, ol

avecs, |OZcart par rapport " la position dOZquilibre. On peut retrouver la forme diffZrentielle
d’s ..

m pres + Ks = 0 en calculant la dZrivZe-dessus.
Oscillateur mK ~ masse rZpaie

Il est possible de dZtermin’é5 en utilisant le principe de conservation de I'Znergie. Cette mZthode,

dite de Rayleigh permet de prendre en considZration les inerties de toutes les masses en mouvement, y
compris celle du ressort si celten'est pasnZgligeable devant la masse en oscillation.

Hypotheses utilisZes :
¥ la dZformZe dynamique est voisine de la dZformZe statique.

¥ le mouvement est dZcrit par s(t) = x = A Cqstl.

On Zcrit qu” s = 0, toute I'Znergie est sous forme cinZtique ex guA, toute I'Znergie est sous
forme potentielle, soit : &n(0) = Byot(A) - On ajoute la condition

E1ot = constante ou (ce qui revient au meme)

d
(113) S (Egy + Epe)=0.

Exemple: Utilisation de la mZthode de Rayleigh pour prendre en compte la masse du ressort dans
le systeme mass&essort.

X!

¥ X

Fig. 1-7 : Oscillateur avec ressort de masse non nZgligeable

Soit un oscillateur du type Mas&essort dans lequel la masse du ressort nQest pas nZgligeable (fig.
ci-dessus). Si la masse linZique du ressort est ", sa masse totale est: 4gate''L g, Lg Ztant la
longueur " I'’Zquilibre. Calculons les Znergies.

1
(1.14) E (A = 5 KA?

(1.15) E,, = = mv:+ E

NI

(ressor)

cin
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_Soit I'ZIZment de ressort de longueur dr et de masse "dr, dZfini par sa position r sur I'axe xOx. Un
dZplacement s(t) de la masse m entra’ne une dZformation du ressort correspondant ~ un dZplacement
s(t) r

dr donnZ pat
LO

LOZnergie cinZtique maximale dOumetiZ de ressort dr (masse "dr), situZ " la distance r du
support est donnZ par

2
r . . . S i r
Aw, L_) puisque sa vitesse maximale est ZIA" , T

0 0

1
dE. = — (udr
in 5 (udr)

Il en rZsulte que IOZnergie cinZtique totale ~ IOZlongation maximale est Zgale °

1 2 1% # r‘gg 1 5, 2% m, &
E. = —-mAw + = " ( dr= = AT U+ —=(.
cin 9 0 2 2%6‘ 0 Lo( r 2 0 3 (
~ > . 2n 2 m, & 1 2 S
On part donc de I0Zquati— A™" , %ﬁw ?( = > KA® pourdZduire" :

(1.16) "=

Remarques :

. . . 1 . o
1 - La masse rZpartie du ressort intervient comm% sie sa valeur s'ajoutait ” la masse Les

rZsultats restent valables memengi# m (1 ~ 2% d'Zcart). Sin# 0, IOhypothese dOun allongement
proportionnel " la distancelOextrZmitZ fixe, nOest plus valable et IOZcart devient plus important, de 5
10%.

2 - Pour les inerties rZparties en torsion, on trouve le meme rZsultat.

1.4.4. OSCILLATIONS MfCANIQUES AMORTIES
1.4.4.1. MODfLISATION DE L 'OSCILLATEUR AMORTI S IMPLE

La mise en Zquatiod'un mouvement oscillatoire passe par une phase de modZlisation dans
laguelle on cherche ~ simplifier. Les systmes oscillants, bien que variZs prZsentent des analogies. |l
s'agit dans chaque cas de trouver la raideur Zquivalente, la masse ou l'inasientq.

Dans un systeme physique rZel, il y a toujours
¥ des frottements qui s'opposent au mouvement dans les systemes mZcaniques et

¥ des rZsistances qui s'opposent au passage du courant dans les systemes Zleetrigiseste un
amortissementdes oscillationsgui a pour effet de diminuer la quantitZ d'Znergie prZsente dans le
systeme en la convertissant en chaleur. Le systeme est aladssipatif. LOZnergie dans le systeme
diminuede fason non rZversible.

L'analyse d'un problsme de vibratiogpasse par une simplification dans laquelle les ZlZments
essentiels de l'oscillateur sont identifiZs. On ramene si possible le systtme ~ un ensemble de 3
ZIZments pour chaque degrZ de libertZ :

- I'ZIZment Zlastique (Symbad{@

- une masse Zquivalente(aux masses rZparties ou ponctuelles),
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- des frottements dans les liaisons entre les divers ZIZments du systmerne " la structurgles
frottements se traduisent par une force qui sOoppose au mouvement et proportionnelle ~ la vitesse
instantanZéF,,, =! hv ).

support h
fixe ? — m
K ,I s i >
x! X=0 X
Fig. 1-8: ReprZsentation d'un systeme masse -ressort, amorti par le frottement (Modele

mkh). L'Ztat de l'oscillateur est dZfini par IOZcart s de la masse par rapport ~ une
position d'origine X=0 correspondant " la position d'Zquilibre statique .

1.4.4.2. L'fQUATION DIFFfRENTIELLE DANS LE CAS D'UN FROTTEMENT VISQUEUX

Dans un systeme massessort (figure edessus), les frottements visqueux provoquent une force
proportionnelle et opposZe en sens ~ la vitesse :

ds . . ..
(1.17) F,=!hv =1 h!a , h Ztant le coefficient de frottement. L'Zquati@nndouvement dZrivZe

de la loi de Newton s'Zcrit alors :

2

@18 mIS=1 h % ks o
dt dt

2.10) 98101198, K g

d?> madt m

Le mouvement suit donc une variation obtenue par rZsolution dOune Zquation pouvant stre Zcrite
sous la forme canonique suivante :

2
(1.20) 3—tfl+!2! !g—tsm" 21sI=10 ;

_h . : 5 — - :
/ —2— est uncoefficientqui caractZrise ldZcroissance dedscillation en raison des frottements.
m

"o = 1/K%nest la pulsation propre de IOoscillateur non amorti.
Une autre forme canonique possible est la suivante

d’s " ,ds
0 + " OZS - O

1.21) — + —2—
( )dtz Q dt

dans laquelle on a introduit un coefficigou facteur)Q dit dequalitZ :

(1.22) Q = 2—; dont la signification appara”tra plus loin.

On cherche une solution sous la forme suivante
(1.23) s(t) =Cl.le".

Apres remplacement dans I0Zquation diffZrentielle on obfi&quation caractZristique pour
(1.24) r2 + 2"r + #,° =0.
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Les solutions de cette Zquation du second degrZ sont cesm@iedZpendene la valeur < 0 ou
+) du discriminant rZdui#" = $* % &02 et en fait de I'importance du terme d'amortissement.
On distingue 3ypes de rZponses fonction deb :

¥ B<w, (faible amortissementyZgime de pseueascillations dans lequel on obserdes
oscillations mais avec une amplitude qui dZcro”t dans le temps.

¥ B=w, le systime apres avoir ZtZ ZcartZ de la position revient en un minimum de temps sans
osciller.

¥ B> w, (grand amortissementla rZponse ~ une excitation est apZriodique, le syst@uscille
pas.

Remarque D'autres Zcritures du coefficient d'amortissement sont posgilalesxemple:
d*s ! ds "

_2 +
dt- m dt 3
simple de la courbe de rZponse temporelle.

§s=0 [ Benson.309]. Le coefficient$ prZsente I'avantage d'un interprZtation

1.4.4.3. R{fGIME OSCILLATOIRE A MORTI OU PSEUDOPfRIODIQUE

. . . 1
Le discriminant de I'’Zquation caractZristique est nZfatito, (et Q > E) ; ce cas correspond ©

un amortissement faibl€etteconditionamene ~un rZgime dOoscillation dans lequel une pZriodicitZ
appara’t, mais avec une amplitude qui dZcaisde tempda rZponse n'est donc plus harmonique

Lesdeuxracines de I0Zquation caractZristique sOZ aiivent
(1.25) 1, = "#+ j|/$;2" #.

K, h? .
On pose! p:‘/! O = E el qui entra’ne qug, =! ft] w,.

La solution de I'Zquation diffZrentielle s'Zcrit alors :
(1.26) s(t) =e” [C cos(w,t) + C, sin(w,t) ]

quOil est phipratique dOZcrire sous la forme (les coefficients sQinterpretent facilement)

s(t) = Ag e cos(w, 1 + ) _

(Une expession en sinus convient Zgalement, cela modifie simplement la corisjante

w, est la pulsation propre de IQoscillateur amorti (ou pseuidation): le systme passe
pZriodiquement par la position dOZquilibre, mais avec une amplitude dQoscillation qui dZcro”t dOune

pZriode ° IOgutrepo et Ay sont respectivement la phase et l'atople initiales (" t=0} ces deux
parametres dZpendent des conditions choisies ~ cet instant.

Le mouvement amorti peut stre aussi caractZrisZ par sa frZquencegmp@l# pseudo frZquence
1 .. 2 . .

f, = P 1/(002 - B* ousa erlod€p=2—ﬁ2 (pseudo pZriode)
oL 02—

0
En utilisant le coefficient de qualitZ introduite plus haut, la psgudgation sOZcrit
1

(1.27) w,=w, 1! 0
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" pet" p peuvent «tre confondues en pratique pour un amortissement faible ( et donc Q grand).

Il en rZsulte pour la pseugiZriode :
/

(1.28) T, :%—'!:!TO!; .
p ll 1

e

rl——-
) P

Fig. 1-9: Amplitude d'un oscillateur amorti en fonction du temps

Tp = #— est la pseudo-pZriode. %est la constante de temps de dZcroissance de |Oamplitude

p

L'amplitude d'oscillation dZcro”t de fason exponentielle avec un facteur de dZcroissance $ .
Remarque : Les maxima ne se trouvent pas exactement ™ mi -chemin entre les 'zZros'.

La grandeur!a=% une constante de temps(ou temps de relaxationen amplitude)qui

caractZrise la dZcroissance de IQamplitude de la vibration, indique $enérepsaire pour que
|Gamplitude passe d&, . =A, ~ t=0 " Amaxe =0,37 A,., ~ t = %. D'un point de vue

expZrimental,$ peut obtenu en relevant les valeurs maxiesa successives de |'amplituck
I'application dda relation :

11, "AY
1.29) ! = Ing—2'.
(1.29) t,It, #A&



J. F.- Vibrations et Onde®1 : Oscillations de systemes "~ 1 dflip 1- 16

_On utilise aussi parfois lelZcrZment logarithique & comme paramstre caractZristique de la
dZcroissance de l'oscillation :

! $ T 0
(1.30) / =Ing h g= T ~h_% : - 2%
" A% # 2Q 4Q%' 1
La mesure du dZcrZment logarithmique permet dOaccZder au coefficient de qualitZ de IQoscillateur.

1.4.4.4. REPRfSENTATION D'UN OSCILLATEUR AMORT | DANS L'ESPACE (OU PLAN)
DE PHASE

L'amplitude d'un oscillateur amorti variant dans le temps, la courbe reprZsentative de l'espace de
phase n'est plus fermZe, mais se rapproche progressivement de l'origine.

»
| g

v

7

Fig. 1-10 : Diagramme de phase de IQoscillateur amorti

1.4.45. MOUVEMENT APfRIODIQUE CRITIQUE

1 . I . .
Danslecasoeona”, = # (Q=§), il n'y a plus d'oscillation. L'amortissement est dit alors

critique, ce qui correspond au coefficient suivant :

- —hcrit—" - K
(131) ! =g == =K/

soit pour le frottement, un coefficierh,, =2vmK .
~ . >~ . . . n n K
L'Zquation caractZristique a une racine doutr,, = # = — .
m

La fonction C,€'® est une solution de I6Zquation. La fonctiC,t€'® Ztant Zgalement
solution, la solution gZnZrale sOZcrit
(1.32) s=(C,+C,t)e’".

Le retour et IOimmobilisation " la position d'Zquilibre se fait en un temps minimum.
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La condition dOamortissement critique est recherchZe pour les machines et les vZhicules. Le rZgime
est obtenu

Remarque Ce rZgime critique Ztant un rZgime particulier (pgusupZrieur, il nQy a plus

dOoscillation), on utilise parfois un coefficient digiasement rZdu! =——=— pour indiquer la

crit 0
qyantitZ dOamortissement dans le systeme. Ce parametre est important dans les problsmes de
rZsonance en excitation permanente (rZgime forcz).

1.4.4.6. RfGIME SURAMORTI (OU APfRIODIQUE)

1 . .
Dans le cas os on a” > #, (et Q < E) les constates d'intZgration,ret r, sont rZels et

nZgatifs et le mouvement ne prZsente pas de pZriodj@tz, sont solution des Zquations

n

L+, ="2# etrr, = "7 soient:

—n 2n 2 T n 2n 2 o o ~
ho="#ENE S et =" HNE" S ot 1a solution gZnZrale sOZcrit
(1.33) t) =C, €' + C, &7

Ce rZgime est dit ngriodique ou suramorti. &utives conditions initiales, la masse en oscillation
franchit la position d'Zquilibre 1 fois ou 0 fois.

En rZgime apZriodique le retour "~ la position dOZquilibre est moins rapide qu®en rZgime critique.

As

rzye suramorti

rZgime critique

— " = #,
\_/ >
t
Fig. 1-11: RZgimes apZriodiques d'un oscillateur suramorti. Le rZgime critique permet un

retour plus rapide " la position dOZquilibre que les autres rZgimes.

1.4.4.7. fNERGIE D'UN OSCILLATEUR MfCANIQUE AMORTI

DZcroissance de |IOZnergie au cours du temps

2
L'Zquation suivante est celle du bilan des fontfe%t—zs+ Ks=! hlg—tS

- . : d’s ds
En multiplianttousles termes par la vitesse HL.!vIlloullF1.lv ) va+ Kvs=! h!va on

obtient une expression qui peut s'Zcrire sous la forme
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1 1

(1.34) ﬁ(—mﬁ+—Kfj:Pa)
dr\ 2 2

Ce qui se vZrifie en Zcrivant :

2 2 2
dE  d lm(é) le2 _mds d’s Klds_ md—2S+Ks§
dt dt dt

— —+
dt dr* 2 dt

2

2

dt dt

Le terme de gauche correspond "~ la variatien'Znergie totale du systeme " un instant donnZ. Le
terme de droite, d4giZ par P correspond " fauissance instantanZe de la force de frottement. On a
donc :dEr = P dt La force de frottement transforme I'Znergie de l'oscillateur en chaleur. L'Znergie
dissipZe pendant un temps #t correspond au travail de la force dméotipendant ce temps.

Calculons I0Znergie grartant de I0expressidn)=A, e * sin(a),,t+§00) , et en supposant que le
facteur e ”" peutstre considZZ constant sur une pZriode
fnergiecinZtique:

1 2
E,=—m’= lm(ﬁj
2 2 \dt

:%mAO2 e [ﬁz sin’ (copt+(p0)+a)p2 cos’ (copt+g00)— 2fw, sin(wpt+(p0)cos(a)pt+goo)]

La valeurinstantanZeQOest pas tres intZressante, considZrons la valeur moyenne sur une pZriode (en
considZrant le facteue™” constant )

<E“i”>:%mA°2 - B(ﬁz to,’ )}:%onz w,2e P

fnergiepotentielle:

_1 2_1 2 2Bt 2
E,,=5Ks'=—KAle sin’ (0,1 +@,)

pot

La valeur moyenne est Zgaléavec la meme hypothese que-dessus)
1 _

<Epm>=5KA02e 21

On a bien <Epm>:<Ecm> et I0Znergie totale est Zgale ~

1 Y | s ~ W
E@t)=(E >(t):EKA0 o 2P ~SKAe Ve

tot

LOZnergie dZcro’t donc avec un temps caractZristiqpumstante de tempsu temps de

relaxation) :
1

(1 . 35) Te’nergie = ﬁ = 5 Tamplitude )

Remarque Il est pratique de considZrer un temps caractZristiquelgpoiicroissance de I'Znergie,
tel que IOZnemgide |Qoscillateur passe de la valeur initiglé g/ez =0,13 E, soit 13% (e la

. ~ ~ _ _ _ _ 1
valeur initiale est Zgal Tl/ez _TIS%del'énergie _2Trelax.e’nergie _Trelax.amplitude _/ﬁ '
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Si on considere le temps nZcessaire pour que 90% de I'Znergie soit absorbZe dans les frottements,
cela donne :

wiom In 0’10
E(I 10%): Eoe A# :011E0 . !10%!:!(—")
soit 1 2

En pratique, ilest donc raisonnable de considZrer que le mouvement dure un tempsigelt
4 fois le temps caractZristiqgeu temps de relaxation Znergi@energie

++Aoou Eg
Fig. 1-12 : DZcr
oissance de
TN\ |6Znergie dOu
\___———courbe de décoissance de l'amplitude oscillateur
amorti ~
ost partir dOune
~_lf—fwurbe de décissance de |énergie valeur initiale
A ; Eo.
e w1 N
T, .= — .
0,28 'ﬂﬂszu'E 2/3 \_\
E, \7\\‘-\
e Ty
0 }t—y —I- ' ' t

Ce rZsultat n'est valable que si la dissipation d'Znergie est due ~ une force proportionnelle ~ la
vitesse. C'est le cas des systemes mZcaniques avec frottement visgei@exserait pas le cas avec un
frottement sec. Beaucoup de phZnomenes igbgs prZsentent des analogies avec l'oscillateur
mZcanique ralenti par un amortissement visqueux.

Remarque: |l est possible de retrouver I'’Zquation diffZrentielle du mouvement de l'oscillateur
amorti en Zcrivant que la variation de I'Znergie sur un intervalle de temps donnZ est Zgale au travail de
la force de frottement.

Facteur de qualitZ dOun oscillateurmaorti

L'oscillateur amorti est caractZrisZ par les deux paranistyes$. " | est la frZquence propre de

IQoscillateur non amorti et l'inverse $i¢ou temps d'amortissement en amplit@ge est le temps
caractZristique pendant lequel I'amplitude dZcro’t ~ 1/e de sa valeur initiale. On peut introduire la
notion de QualitZ0 pour caractZriser |[Qoscillateur, comme la grandeur qui traduit I'aptitude du systeme
considZrZ ~ garder son Znergiatten oscillantEn pratique pour un systeme faiblement amonin

utilise un coefficienQ (pour qualitZ) dZfini comme

Energiedel'otillateur” uningantdonnZ
EnergieperduedanslapZiodequi suit cet ingant

(1.36) Q=2!

Si on considsre un oscillateyprZsentant de faibles pertegii dZmarre avec une Znergig i
dZcroit avec une constant®, 2t perd IOZnerglE , pendant la I* pZriodeT dOoscillation, on:a



J. F.- Vibrations et Onde®1 : Oscillations de systemes ~ 1 dflip 1- 20

E, 1 I mo, mo, o, 1
1.37) Q=2rx =21 =27 = = =—=—+/nK
1.37) Q AE, 1-e7f7 26T h h 28 h

La qualitZ est dOautant meilleure que le rapE%E (Eo, 1O0Znergie du systeme ~ un moment
1

donnZ, #&, |0Znergie perdue au cours de la pZriode qui suit) est grand. Avec les giffiteass
prZcZdemment, on voit que pour un systeme mZcanigue, on a

On peut encore Zcrite coefficient de qualitZ de la fason suivante

(1.38) Q= xa1=1271 %1 1271 e
Tp p 0

Il en rZsulte la relation suivante :

/ .
(1.39) Q!=l/ (LI"; ou Q!=!= &ayant prZcZdemment commé=!"IT .
Le coefficient Q permet de dZfirle type de mouvement en fonction des pertes du systeme

1 . — . _
¥pour Q " E , le rZgime est apZriodique et il n'y a pas d'oscillations

1 _ . o .
¥ pour Q > E , on observe un rZgime dOoscillation psgufimdique. La frZguence des

. 1 1 1
oscillations estdonnZe pe f, = ——#,.1$ — = f; [1$ —.
2 4Q 4Q
§ , s 1,& 1) & ,
Dans le cafQ >> 1, la frZquence devien fp —$O(l % ——5+ = f, (l % —+, soit
2# 8Q°* 8Q°*
. n ()/
pour la pZriode T, ! TO§1+ 8(132I& . On voit que poulQ > 35, T, et T diffrent de moins de

1%.
1.5. L’OSCILLATEUR MECANIQUE EN TRANSLATION A 1DDL EN REGIME FORCE

1.5.1. LE MODéLE.

Une massen est reliZe ~ un support rigide par l'intermZdiaire d'un ressort idZal de riigdgud'un
amortisseur visqueux de coefficient de frottemdnt La force excitatrice est donnZe par

f., = F., cos(" t).La forme sinusosdale de la force ne constitue pas une limite "~ laa§iZhZr

de I'Ztude, une fonction pZriodique pouvant toujours se ramener ~ une somme de fonctions
sinusosdalesCette approche est d'une grande utilitZ dans de nombreuses situation : Ztude de circuits
Zlectriques, acoustiques, interaction lumismatisre ....On cherche s(t), I0Zcart de la masse par rapport

~ sa position dOZquilibre ghgt), la force transmise au support.
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Position dg
repos Firess -> masse)

- P K h ;" ;/ Flext
F‘_%_ OO0 \(g 7l

N

sup /ﬁ
5’//{2?’/////////////////{A”///////}:
o
< ’ Axe de déplacement de m >
x=0 A(x=lg) B (=!)_vecteur unitaire dans la
Repére utilisé pour la : u— direction du déplacement
— >

description de l'oscillation : ;
(0 au point de repos de m) E’S(t)

Fig. 2-1: Oscillateur " 1 degrZ de libertZ. Excitation permanente par une force feyc.

En pratique, la rZalisation de IOexcitation peufase en imposant un mouvement sinusoedal
IOextrZmitZ du ressort attachZ au support rigide.

Au lieu dOetre reliZe ~ un support fixe IQextrZmitZ de gauche (dessin) du ressort subit un dZplacement
sinuso-dal de pulsatidhentre G et C. Ce dZplacement sz C,C = a cos(w t) u

Il appara”t donc une tension dans le ressort qui dZpend de la position de ses deux extrZmitZs. Pour une
situation quelconque on:a

—

T =" K(CTB " m) =" K(s " a cos(# t)) u

La tension Ztant la meme partout dans le ressort, cette situation est Zquivalente " celle o, sur la masse
sOagmuerait une force dOexcitation donnZe: péy, = F,,, cos(w 1) = Ka cos(w 1)

ext

Position dg
repos F(ress -> masse)

Wi 'u g
4 o > vecteur unitaire dans la
direction du déplacement
b |
0
x=0 A(x=lp) B =)
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Fig. 2-2:  Oscillateur m-K amorti en rZgime forcZ. La masse est fixZe ~ une extrZmitZ
dOun ressort. LOautre extrZmitZ subit un dZplacement sinusoedal, ce qui se traduit
par une force de meme nature qui sOapplique “la masse m.

1.5.2. MISE EN f QUATION DE LOSCILLATEUR AMORTI EN RfGIME FORCf

Il convient comme dans le cas de IOosqu[ateur libre, de donner I0Ztat du systeme par IQintermZdiaire
de son Zcart s par rapport ~ sa position dOZquilibre. Le principe fondamentdynizniégue permet
d'Zcrire :
2
(1.40) mZTzs+h3_f’+ Ks=F,, cos(! t)

. R > x - K .
En reprenant la notation utilisZe prZcZdemmeér %m et”, 1/ %n ), nous avons :

d’s ds F
—— 4+ 2" —+ #s = ﬁ cos(#t)

1.41
(1.41) dt? dt

. . . ! m
ou encore, en utilisant le coefficient de qualigxec Q!:!Z—S =l O!F) :

d’s ", ds F

~ = 4 _0 -~ 4+ 7 ZS - exc COS "t

dt> Q dt 0 m ("t

Un autre choix consiste ~ utiliser le coefficieht=2" = %n On voir ~ la fin du dZveloppement

que dans un cas (choix @ on dZcrit la variation de |IGamplitude de IQoscillation en fonction du temps
et dans IOautre cas (choixfjlecelle de I0Znergie.

La solution gZnZrale de cette Zquation diffZrentielle linZaire d'ordre 2 " coefficientsitsoastda
somme

- d'une solution gZnZrale de I'’Zquation avec 0 au 2sme membre (I'oscillateur 'libre amorti') et
- d'une solution particulisre du typs(t) =X(") co{"t + #(*)) soit
(1.42) S(t) = A€ " cos# t +$,) + X(#)cos(#t +$(#))
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ts
| s(f) =5 exp(-0,2t) cos(15t) + cos(16t)
IH Ml\hl}l’lh Mh AL ARAACAARCACARARNRORTRARRR R
‘ ' ﬁll?"'w“ n W "1 I'l 20 [ TIVTVY VR |||!".‘ V0t VLYY e t
- -
Regime transitoire Regime pemanent

Fig. 2-1: Exemple de rZponse dOun oscillateur amorti en rZgime forcZ.

Le premier terme de |Oexpressfgne ™ COS($pt + %3) nOexiste que pendant un rZgime

transitoire dont la durZe dZpend de la quantitZ dOamortissement prZsent dans IQoscillateur. Cette durZ
est caractZrisZe par le temps de dZcroissance de |0Znergie de dZformation initiake ldrreZgait

1

" —_ l "
2

Zner — Z# -

ampl*

Au bout dOun temps de quelques fois (4%g) on peut considZrer quOon a un rZgime permanent
auquel il convient de sOintZresser plus particulisrement.

e s . I . . h .
Les diffZrents rZgimes des oscillations libres, en fonction de la valebr:dze— ont ZtZ obtenus
m

dans le paragraphe prZcZdent. Le cas avecO, correspondant ~ I'absence d'amortissement, est
irrZaliste en pratique mais permet de dZfinir une pulsation de erZnsnd:m rZgime de faible

amortissement avec = !Zli!!! I lw,, est plus cordrme " la rZalitZ ; l'oscillation se caractZrise alors
par une pseudo pulsatidrb, peu diffZrente de la pulsation de l'oscillateur IidoBe(wp " a)o).

Lorsque l'excitation est permanente, la rZponse du systeme est la solution particuliere
gt) = X COS("t+#) . Cette solution s'applique d'autant plus vite que l'amortissement est

important.” est un paramstre que l'on fait varier ; X letdZpendent dev, K, h et m, mais ne
dZpendent pas des conditions initiales. Au dZbut de I'excitation, on observe ddgmertransitoire
pendant lequel les deux solutions coexistent. Le rZgime transitoire est stdgime forcZ permanent
(au bout dOun temps de 4%5,).

Remarque fquationdiffZrentielle pour la vitesse vibratoire.




J. F.- Vibrations et Onde®1 : Oscillations de systemes " 1 d8lp 1- 24

- . _ ds _ . : e
En utilisant lexpression de la vissev = Z , on obtient une Zquation diffZrentielle de meme
t

d F, .
forme pource parametre ?v + 2" v + #02$) dt = —=& COS(#t) ou apres dZrivZe
t m

? F,
d—‘22+ 2B ﬂ+ 0,V = 0= cos ot + 2
dt dt m 2

1.5.3. AMPLITUDE ET PHASE EN RfGIME PERMANENT EN RfGIME PERMANENT.
1.5.3.1. fLONGATION

Utilisons la reprZsentation complexe pour rZsoudre IOZquation :
(1.43) m¥+h$+Ks=F, cos(! t)

En rZgime per@anent, la rZponse correspond ~ une solution particuliere de la forme
(1.44) s = X cos("t + #).

Cette expression sOZcrit sous la forme complexe suivante
(1.45) ) = X ™) = x e el = % el

dont la partie rZelle correspond au phZnomene thsllqugrandeur)k est l'amplitude complexe ;
ce teme contient'information sur I'amplitude et le dZphasage entre la rZponse et I'excitation.

Dans ce cas nous avons# = j"s = j” X e/t et W =" #%
En introduisant la forme complexe de la solution dans I'’Zquatidessius, nous obtenons

Am 2+ h+KHke' =F,_ e

qui a la solution algZbrique suivante :

I:exc — I:exc " 2 H
(1.46) )k:(! m/ 2+K)+J'! h_(! m/ 2+K)2+(! h)2 #(! " +K)+J(! ! h)é

La solution rZelle est donnZe pst) = X(") Cos("t + #(" )) os X(") est [Gamplitude du

mouvement harmonique obseryZ! €Y , le dZphasage de ce mouvement de la masse m par rapport ~
la force dOexcitation qui est ~ I0origine. On a

(1.47) X(!)= Foc ouX ()

\/(! m/ 2+K)2+h2a)2 m \/a)o ~0?) +(20)’

n 1 0/

(148) I( ) arctanm'& ou (p(w) = arctan(%)
0

Remarque En utilisant leparametre Q Q = ﬁ ) introduit prZcZdemment, on obtient IQexpression

et

suivante

b A F/
exc exc 2 )
(1.49) X - - %~ X(w)e"™ ou

- - - 2
(—w +K)+ja)h (—a)2+w0)+ja)a§ (l_a))_”.a)

2
m m o a)OQ




J. F.- Vibrations et Onde®1 : Oscillations de systemes ~ 1 dflp 1- 25

+

F/ ( )
2
X(0) = mw, _ * a) -

- = et @ (w)=arctan,! _ %
A BN * w09l L
w,’ ,0 ) # 0 &

1.5.3.2. VITESSE VIBRATOIRE EN RfGIME PERMANENT

La vitesse vibratoire est obtenue en dZrivant la position = X(w) e’? e’ par rapport au
temps:

ds(t
0 = B9 2 e s
(1.50) dt :
ce qui donne pour IOamplitude céewp
. Fexc
Jw o2
Vv - 0 =V Jjou (o)
(@) = —" = V(o) ¢
l-—+j—
W, ,Q

Y mw’ + 9 (.
V(o) = nsz = ;" (#) = arctan-Q Fog 73
-2 [l o

P

W, ,Q

1.5.4. RfPONSE EN FRfQUENCE

Dans un but de gZnZralisation, il convient d'introduir@dgamestres relatifgi-apres :

A X F
(1.51) Q-2 %= . X(7 =0) = Fee g=
wo X. =0 K hcrit
! 1 . . -
avech,, =2VnmK ; le facteur de qualit®) = T = 2—0 ke ZtZ introduit prZcZdemment.
La solution gZnZrale s'Zcrit :
(1.52) Y= 2;
1-Q%+j2!Q
ce qui correspond aux grandeurs rZelles suivantes :
. 1 |2"||
(1.53) (@) @ = et (b) O=arctg éﬁ'l—lz(

\/(1- @?) + (2:Q)°

L'Ztude de la variation d& en fonction de&  se fait en calculamdxyQ On montre que la

dZrivZe s'annulpour' = =+/1" 1" 0 . Le deuxieme zZro n'existe que Si

LGampIitudK Tt =1lestX , une valeur proche du maximum

1
< — .
2
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" 1 . s . )
R = ——— ; ce phZnomene appel£Zsonance dOZlongatiorappara” donc pour

e 2"\1# "
Q >!£ L
2

loul/ I<l——
242

La figure ciapres rZsume ce rZsultat.

S
b

ax

{Q= - 2¢ w
Xm:ﬁ

Fig. 2-2:  Allure de la rZponse en amplitude dOun oscillateur ~ une excitation en
parametres relatifs. Le maximum dOZlongation (ou rZsonance dOZlongation) est

obtenu pour une pulsation IZgerement infZrieure " la pulsation propre " .

Remarques:
1 - Quel que soit lamortissemen® = XL "1 si" # O
0
ot X 0sit o # $
XO

2 - En pratique, si IOamortissement est faib{é <¢ 1) , la pulsation de rZsonance d®Zlongation se

confond avec la pulsation libré . # ", .Onaalors :R__ = = Q. On montre plus loin

PT
gue la rZsonance de puissance a lieu " la pulsation propre.

3. Dans le cas o6 ne peut pas stre nZgligZ devant 1, il convient de distinguer

"o la pulsation propre (sans amortissement),

"

o = "o V1# ¥ | la pseudepulsation du systeme libre amorti,

"o = "o V1# 2% lapulsation de rZsonance dOZlongation du systeme forcZ.

res

Si ( < 1,le rZgime libre est pZriodique.

4. Dans le cas 0" < 1/w/? ouQ> 2/2, il existe une rZsonance. La pulsation de rZsonance
est la pulsation de la force dOexcitation pour laquelle IOoscillateur rZpond avec un amplitude maximale.
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. . . 1
5. Comportement asymptotiqueQuand' devient grand devant 1, X varie commé:‘; Pour 2

n 0/

o C 1 . 70
pulsations’ ; et jteIIes que’; =2"; on aX; = ZXi soit 20 log zx& =(12 dB.

Les figures suivantes reprZsentgnt graphiquement en amplitude X et en phase la rZponse d'un
oscillateur forcZ en fonction de la frZquence.

Pic de résonance

0,2

Q
Fig. 2-3: Oscillation forcZe. Amplitude relative en fonction de la pulsation relative. Le pic

V2 1

de rZsonance d'Zlongation appara’t si Q >!—lou!/ I<!— .
2 2.2

-70/2 1
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Fig. 2-4 :  Oscillation forcZe. Phase en fonction de la pulsation relative. Pour les
frZquences basses (" <<" ;ou"' <<1), IQoscillateur esen phase avec IOexcitation.
Pour les frZquences ZlevZes, la diffZrence de phase est !.

1.5.5. PIC DE RfSONANCE : BANDE PASSANTE E -3 dB
1.5.5.1. RfSONANCE D QLONGATION .
La rZponse en frZquence d'un oscillateur forcZ au voisinage de la rZsonance peut stre reprZsentZe en

# & .
coordonnZe de Bode®(") = 20 Iog%,(}(x—(). Le maximum de la courbe dOZlongation est obtenu

pour une pulsation d'excitation de :
(1.54) "o # o = A
Pour un amortissement faible (d =(x 0,2 ), I'amplitude atteint une valeur maximale Zgale " :

F
1.55 X = X("#" = —e¢
( ) max ( 0) m ,,0 ) 2$

La bande passante-3dB est dZfinie@mme la bande spectrale comprise entre les deux valeurs de

" pour lesquelle$5(") = #3 dBsoit X = ﬁ En Zcrivant les deux ZgalitZs et en nZgligeant le

terme er(4, on obtient :
"# $3dB  — #2 $ #

1.56 = L=20.
(1.56) Y # (
La largeur de bande " 3 dB est donc donnZe par :
n h
S =" 2%=_0—__
#3dB 0 Q m
A
< X
X max 0dB
Xmax L __________ -
V2| |
' |
F&Z{.‘ I I
K | !
| -
' |
| I >
0 ©1 Dres m, ®

Fig. 2-5: RZponse en amplitude d'un oscillateur ~ 1 degrZ de libertZ au voisinage de la
rZsonance. Bande passante ~ -3dB : [', D" 4].
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1.5.5.2. BILAN EN PUISSANCE

La force dOexcitation transfere ~ IQoscillateur une puissance instantanZe Zgale

Prse (1) = fou®) - V(1) = Fy cof” 1) .V co{” t+ #)

soit: P, (t) = iF, .V [cos(”v)+cos(2#t + (") )]
Il enrZsulte une puissance moyenne transfZrZe ~ IQoscillateur

Pooy = $Feq -V cof")

moy 2" ext

Pour trouvercos("v), il faut repartir de IOamplitude complexe de vitesse dZterminZe prZcZdemment

]G) exc2
Vo) = ——" = V(o) e
l-—+j——
W, ,Q

ferivons \#( ) sous la formez(~) = v(*) [COS(#V) + Sin(#v)] en multipliant numZrateur et

2
~ . n # H #
dZnominateur dg#( ) parl” ——+ ] :
#o H#Q
#ZFGXI
3
V co{",) = Q T#
% #2( %#(
'1$ -5 +'
& #o) oQ)

On en dZduitdexpression de la puissance moyenne transfZrZe

ff” &
o B

2m' # n2& #~
§

Les frottements qui se manifestent par la for =1 hv correspondent ~ une puissance
ott

(1-57) I:)moyenF =

instantanZe

(()=F.v=! hv*=1 hV?cos’(! t+! ),

|nst frot

ce qui correspond " une puissance moyenne

12

$ #
o sl

1,12
(t) =l =hV° =P =
moy frott < frott> 2 moyen 2 m#o z-" i 12 $
% it WOQ%
On voit que: P, cir + Proyenior = 0, Ce qui signifie que la puissance moyerapportZe par la

force extZrieure Zquilibre la puissance dissipZe par la force de frottement. On peut montrer que les
puissances moyennes de la force dOinertie et de la force Zlastique sont nulles.
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Puissance Puissance de
d’excitation - frottement

Oscillateur m/K
_ Chaleur
Energie stockZe
(Prosie) = (Patie) = 0
inertie élastique

Fig. 2-6 :  Bilan ZnergZtique de IQoscillateur en rZgime forcZ (gime permanent). La
puissance dOexcitation est Zgale " la puissance dissipZe par les forces de
frottement. Les puissances moyennes des forces dOinertie et Zlastique sont nulles.

Excitateur extZrieur

La puissance moyenne apportZe par [Oexcitateur ~ IQoscillateur passegé@mumm

1 QF 7 .
<P,\, > = — Q—”" pour une pulsatioh Zgale ~ la pulsation propte,. Cette valeur correspond
exc [/ max 2 mwo

" la rZsonance de puissancéEn faisant appara’tre la valeur de la puissance maximale (rZsonance)
dans IOexpression de la puissance moyenne apportZe par |IOercitatiariprme suivante

1
Pmoyen = PI’T’Oyen'max " 0}
1) 0
Qg ! — 41
Ho 0, &

o 4ﬁ2w2
ou avec le coefficier : P, . (®0) = P, .. na 5 > -
(wo - o ) + 4f°w

La courbe de rZsonance de puissance prend donc [Oalpresci
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4 e
25 ﬂ Q0 =8 (&£ =0016)
5
Q =4 (g =0129
25
Q0 =2 (&£ =025
04 16 2 24 28
— -
Pulsation

Fig. 2-7: Courbe de rZsonance en puissance moyenne dOun oscillateur amorti en
rZgime forcZ. La puissance transfZrZe ~ lI0oscillateur passear un maximum
lorsque la pulsation dOexcitation coencide avec la pulsation propre.

Il est souvent intZressant de considZrer la bande de frZquence d'excitation entre les deux valeurs pour

lesquelles P est Zgale " INanoitiZ de la puissance " la rZsoriaasealeurs de pulsatiot .
correspondantes vZrifient |IOZquation :

Pm nmax 1 .
% = Proyermax ———— 7 dont les solutions sont
Q& #) +1
% 12 0
n 1 1
L= (#1 " 1/1+4Q2)et& = o [1+ Al+ag?).
0 20 w, 20
Il appara’t que la courbe de rZsonance en puissance a une largéautenir (ou bande passante)
" 7] " " h R
(1.58) " ,=BR,=",# l=6°:2!(:E out).
W . . .
On voit ici que le coefficient) = % ou coefficent de qualitZ caractZrise la capacitZ de
W),

|Qoscillateur de rZcupZrer de I0Znergie de IOexcitateur.
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Nous avons vu prZcZdemment que l'oscillation a lieu pendant un temps caractZristique (ou constante
de temps)”, = 1" = }é# . La relation cidessus nous permet de dZduirge relation tres

gZnZrale entre I'’Ztendue spectrale du pic de rZsonance et le temps d'amortissement (en Znergie) des
oscillations libres :

(1.59) " # i - 8

e

- 1).

1.5.6. RfPONSE EN FRfQUENCE EN AMORTISSEMENT STRUCTURAL

Nous avons vu dans le chapitre 1 que dans le cas d'uriisseorent structural le matZriau est
caractZrisZ par Uacteur de pertenotZd. Pour un amortissement visqueux, clequi est constant et
indZpendant d& alors que pour un amortissement structural, desti est constant dans un intervalle

struct

. . - . Kd .
de frZqueoe donnZ.Le coefficient de frottement donnZ pér :,— est alors inversement

proportionnel " la frZquence d'excitation et proportionnelK.

On procede comme pour l'amortissement visqueux. Les rZsultats different peu de ce cas et
deviennent plus simples, surtoutdsk< 1. On obtient en reprenant les expressions prZcZdentes pour
X(") et" (#) :

F % #Kd
(1.60) (@ X = excz et(b) " = arctan—zg

Le coefficient de qualitZ est donnZ par

Q=—10=—"0o _ __
h 26 2¢ d
A la rZsonance, dans le cas dOun amortissement thibl@q < 0,2), IOamplitude passe par le
o 1 F X(w=0
maximum: X _ = = i =—=QouX_ = Xw=0,) = =2 = (o ),
2e d Kd d

Quelques valeurs pour(garfois not2 ) :

MZtaux : 10* ~ 103 : BZton, Bois : 13; Plexiglass : 2x18 ~ 4x10% Caoutchouc : 0,8Verre :

102 ~ 10% Ces valeurs dZpendent de parametres comme la tempZrature, I'humiditZ, le type
d'assemblage, ...

1.5.7. LIMITATIONS D'AMPLITUDE E LA RfSONANCE.

L'amplitude des oscillations " la Rf SONANCE est limitZe par :
¥ 'amortissement (toujours prZ3ent
¥ les non linZaritZs des forces de rappel, (K augmente avec I'amplitude)
¥ les limites gZomZtriques (butZes),

¥ la rupture du systeme.
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1.5.8. AMPLITUDES D'ABSORPTION ET AMPLITUDES fLASTIQUES EN R fGIME PERMANENT.

On se place toujours dans le cas d'une exaitdtrcZe donnZe pgf,, = F,, cos(” t). Nous

ext

avons vu que la rZponse en rZgime permanent st =X(" ) cof"t + #(")) Cette Zcriture

montre la rZponse en faisant appara’tre I'amplitude et le dZphasage par rapport ~ I'excitation. Une autre
Zcriture est possible, sous la forme de la superposition de deux composantes [Crawford.72] :
(1.61) X(t) = Xapssin (" t) + Xzcos (1),

¥ n premier terme en quadrature de phase avec la force d'excitation harnlr'tg;;yqoe(" t)

¥ et un deuxi'me terme en phase avec la force. Le choix des ir@iﬂs)axet((ilag) appara’t plus
loin. Apres remplacement de la solutiondissus dans I'Zquation diffZredéede dZpart, on trouve

pour Xabs €t X7jas -

(1.62) X, = Forc 2B v
m (woz _ wz) + 4[32602
1212
(1.63) Xsjas = Fec R

> .
m (131 12) 44z

X3z 1asest I'amplitude Zlastique ou amplitude dispersiveps¥st 'amplitude d'absorption. Le terme
d'absorption permet de calculer la puissance moyenne absorbZe par l'oscillateur, la contribution
I'absorption due au terme Zlastique s'annulant en moyenne sur une pZriode en rZgime permanent. La
puissance instantanZe absorbZe par l'oscillateur est en effet

~

P(t) = F.. cog"t) v(t) soit en rZgime permanent :
(1.64) P(t)=F,, cos(! t)# Xy, cos(! t)! / Xy, sin(!/ t)§

La contribution de la vitesse v(r) = X(t) qui est en phase avec la force ntibue " la
puissance mais pas la composante en quadrature avec la foozenme on peut le voir en intZgrant
la puissance instantanZe sur une pZriode. On a alors pour la puissance moyenne consommZe par
IOoscillateur
1 n
(1'65) Pabs = E Fexc Xabs

Cette puissance absorbZe en moyesmeZgime permanent est Zvidemment Zgale ~ la puissance
dissipZe par les frottements :

(1.66) P, =m2/ (K(t))=m! " x5 X5 8

1.5.9. AMPLITUDE EN RfGIME TRANSITOIRE

En prZsence de conditions initiales quelconques, il convient de chercher la solution gZnZrale de
I0Zqguation (2.3) sous la forme :

s(t) = s5,,() + 5(2)

_ X, sin(wr) + X, cos(wt) + exp(-pr) [A sin(w) + B, cos(w)]

avec g(t) , la solution en rZgime permanent gt)sla solution gZnZrale. ,fet B, sont deux
constantes dZfinies par les conditions initiales.
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1.6. EXCITATION MULTIPLE : PRINCIPE DE SUPERPOSITION

Dans lessystemesdits IinZaire§ la rZponse ~ Iesollicitationv de deux ou plusieurs excitations
harmoniques est la somme des rZponses du systeme aux diffZrentes sollicitations.

1.6.1. SUPERPOSITION DE DEUX VIBRATIONS DE M&eME FRRfQUENCE

Soient g = Xy cos (t+*1) et =Xycos (t+*5) deux vibrations de mem pulsation' . La
somme de ces deux mouvements harmoniques peut stre exprimZe sous la forme
(1.67) s=Xcos'(t+*)

avec X = \/X12 + X0+ 2X,X, cos(", # ")) .

La phase initiale est donnZe par
(1.68) * =%, ++ avec+ tel que X sint = Xo sin (* 2-* 7).

Dans le cas o les deux amplitudes sont &gél X;) et en introduisant le ternfe= * »-* 1 pour la

diffZrence de phase, on obtiekt = 2X| cos(g) :

Le rZsultat de cette superposition peut stre facilement visualisZ en acoustique ou en optique.
La superposition de deux vibrations peut stre reprZsentZe de feetumighe (figure ciapres).

X

Fig. 2-8 : ReprZsentation vectorielle de la superposition de 2 vibrations de meme
frZquence.

1.6.2. SUPERPOSITION DE DEUX VIBRATIONS DE FRfQUENCES DIFFfRENTES.

ConsidZrons deux vibrations de fquuen'cFet" .
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X

Fig. 2-9: ReprZsentation vectorielle de 2 vibrations de frZquences diffZrentes

La reprZsentation vectorielle de la superposition est moqﬂti’&ssﬂg. Dans ce cas, la diffZrence
entre les phases varie avec le temps. On observe une pZriodicitZ (pZriode T) dans le mouvement
rZsultant si lesfriodes Tet T, sont telles qu'il existe 2 entier§ etn, vZrifiant la relation T = I,

=n,T,. L'allure prZcise de la variation temporelle dZpend alors des conditions initiales.

sin 4t

sin 6t

sin 4t + sin 6t
sin (4t +4) + sin 6t

Fig. 2-10 : Superposition de deux variations sinusoedales de frZquences diffZrentes La
forme du signal rZsultant dZpend des conditions initiales.

1.6.3. CAS 06 LES FRfQUENCES SONT PEU DIFFfRENTES. BATTEMENT.
En faisant la somme de deux vibrations sinusosdales de meme amplitude

sp=Xcos(.t)ets=Xcos (' ot), on obtient:
1

" ! " n '

(1.69) s—2Xco%7$l#"2t 3t 2t
. = - zcoséio > ?

Lorsque és frZquences sont peu diffZrentes,
(170) nl # n 2| << " ) + " )
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le phZnomene observZ est connu sous le norbatiement La reprZsentation graphique de la

n "

superposition est montrZeapres. La courbe est constituZe d'une sinusosde de fquHéHeze—z

modulZe par une enveloppe dZfipa Ia palre d'Zquations

Ui

S #
. = +2X 2
(1.71) S COSW te

Sur la figure cidessous, la sZparation entre deux minima d'amplitude de I'enveloppe correspond *
demi pZriode du battement.

1 pZriode de batteme nt
-

D | |

- >
1 pZriode de modulation

Fig. 2-11 : Superposition de deux vibrations de frZquence IZgerement diffZrentes.
Le rZsultat est connu sowsrom de battement.

Le phZnomene de battement peut stre facilementvobseer dans un systeme mZcanique et peut «tre
facilement illustrZ en acoustique. En optique, le phZnomene peut Zgalement stre mis en Zvidence et
exploitZ dans certains systemes de mesure.

1.6.4. RfPONSE D'UN OSCILLATEUR E UNE EXCITATION PfRIODIQUE NON SINUSOIDALE

L'Ztude de la rZponse d'un oscillateur ~ une excitationso-dalgeut stre gZnZralisZe au cas d'une
excitation nonsinusoedalg™ condition que cellei soit pZriodique. En effet un signal pZriodid(te
de pulsatiort peut stre dZcomposZe en une sZrie de foncsionsosdaleappelZesZrie de Fourier :

f(t) = i[an cos(n / t) + b, sin(n wt) ].

0

Si on reste dans l'approximation linZaire, on peut appliquer le principe de superposition : la rZponse
de l'oscillateur " I'ensemble dssllicitationsest Zgale "~ la somme des sollicitations prises sZparZment.

1.6.5. OSCILLATEURS NON LINf AIRES

Dans ce chapitraous avons considZrZ des systemes dZcrits par une Zquation diffZrentielle linZaire.
En pratique, on rencontre aussi des systemes non linZaires. Une approche numZrique est alors
nZcessaire pour dZcrire le mouvement.

1.7. OSCILLATEUR MECANIQUE EN ROTATION

Les osillations correspondant ~ un mouvement de rotation se dZcrivent de fason analogue aux
oscillations en translation. A une force correspond un moment et ~ la masse correspond le moment
dOinertie. ConsidZrons pour illustrer cette situation, le cas du psinaipike.
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1.7.1.1. PENDULE SIMPLE

LSS S S

L
. TR
B
Fig. 1-13: Pendule simple de faible oscillation ( Sin " # ).

Le pendule simple est constituZ dOune masse ponamiéid&e ~ un fil de longueur L, de masse
nZgligeable et non dZformable. Si le fil est ZcartZ de la verticale, la composaoigscwpmale au
fil, constitue une force de rappel vers la position dOZquilibre. Le mouvement de rotation observZ est
repZrZ par IOangléZlongation angulaire) (figure). Les frottements sont nZgligZs. On Zcarte le fil de la

position verticale et on le d%e sans vitesse initiale. Le thZorsme du moment cinZtique appliquZ ~ ce
2”

systeme donne | pr3 = momentdu couple de rappelsoit ici

d2u
I W = P. L oe P =-mg sin, estla composante tangentielle du poids (IOautre composante
nOayant aucune action sur le mouvement de rotation). 1=est le momendOinertie de la masse par
rapport ~ IOaxe de rotation.
Le mouvement est dZcrit par I'’Zquation :
2”

(1.72) m L % =# mgL sin".

Dans le cas dOune oscillation de faible amplitue#(0j , sin” $ " (en rad) ) I0Zquation
2

/ - L R .
devient: (;T'z+ g’ =0. LOoscillation est harmonique avec une pulsation Zgalg= % soit

une pZriode dg =2! /%] . On voit que la frZquence des petites oscillations ne dZpend pas de la

masse. On trouve un comportement du type OSH.

Notons que le meme rZsultat est obtenu par un raisonnement basZ sur la loi de conservation de
I'’Znergie. Lorsque gule pendule est ZcartZ d'un anglde sa position d'Zquilibre, son Znergie est
Zgale " :

p

By = Eyy + Epye =My +mgL (Lt cos”)= 3 g

avec l'approximation des petits angleg¢ cos!/ ! I1!" !5! ).

L'application du principe de conservation de I'Znergie permet d'Zcrire :

dE _ 2 d/ d¥

ad’
—=ml®——+mgL! —=0
dt dt dt? M dt ou
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2 2
L%+g9 =0 ou C;T?+w020 =0.

Le cas des petits anglequuivagt " considZrer que I'Znergie potentielle prZsente une variation
parabolique autour de la position d'Zquilibre.
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1.9. OSCILLATEUR ELECTRIQUE
1.9.1. L'OSCILLATEUR fLECTRIQUE EN RfGIME LIBRE
1.9.1.1. LecIrcuITLC

Les problsmes d'oscillationosit essentiels dans les dispositifs Zlectriques. Les systemes Zlectriques
sont constituZs d'ZlZments actifs et d'ZlZments passifs.

- Les ZIZments actifs imposent le transfert d'Znergie, sous la forme d'un flux continu ou variable
d'Zlectrons, d'une partii circuit ~ un autre. Un ZIZment actif peut produire de I'Znergie Zlectrique, ou
au contraire en consommer. L'Znergie produite peut provenir de la transformation d'Znergie mZcanique
(dynamo), photonique (photo dZtecteur), acoustique, chimique (accumupélesu

- Les ZIZments passifs alterent le passage du flux d'Zlectrons ; ce sont les rZsistances, les bobines
d'induction (ou inductance), les condensateurs. Les rZsistances transforment une partie de I0Znergie
Zlectrique en chaleur, les bobines trarsftrlOZnergie dans le champ magnZtique environnant pour
ensuite le restituer, les condensateurs en bloquant les charges sur ses armatures, stockent I0Znergi
dans le champ Zlectrique concentrZ entre ces armatures.

Les circuits Zlectriques se comportenfffi€mment suivant qu'ils sont constituZs de rZsistances et
de condensateurs (ou de rZsistances et d'inductance) d'une part, et de rZsistances, d'inductances et d
condensateurs simultanZment d'autre part. Le circuit RC (ou le circuit RL) se caractZtise par
rZponse exponentielle alors que le circuit LC se caractZrise par une rZponse oscillatoire.

L

[ Q B%i fixe horizontal 3
I 0 C "
+ H+ + = X

(a) (b)
Fig. 1-14 : (a) Circuit LC dont le condensateur porte une charge Zlectrique initiale Q.
et (b) son Zquivalent mZcanique.

ConsidZrons une maille constituden condensateur idZal C et d'une inductance idZale L. A un
instant initial pris comme origing<0), le condensateur eshargZ(chargeQo). En consZquence, il
existe uneDDP V, aux bornes du condensateur. Cette situation est analogue " celle d'unesyste
mZcanique constituZ d'une masseu bout d'un ressort allongZ d'une granddurpar une force
extZrieure. L'interrupteur Ztant ouvert, le circuit contient de I'Znergie, du fait de la prZsence d'un champ
Zlectrique entre les bornes du condensateure Cetrgie (Zlectrique) de dZpart est Zgale ™ :

0 1
U=U, —%?" .
A t=0", on ferme linterrupteur. Un couraift) se met ~ circuler, crZant une f.Z.mautb
inductiondans la bobine (t). La ddp aux bornes du condensateur varie en consZquenaoas(ioit
. . L . di(t
cette ddp variableLe courant variable induit une ddp aux bornes de IOinductande) = L# .

Ces ddp (ou tensions Zlectriques) sont reprZsentZes sur la figpresan convention Zcepteuk.

Lc:)Zvqution temporelle des grandelestdques i(t) courant dans le circui(t) charge(positive)
sur IOarmature dOenttdeondensateur,) est obtenue en Zcrivant la loi des mailles
di(t t
(1.73) uc(t)+u (t)=0 ou L$+% =0.
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<—
r_.——._f\/\{\f\f\i
| i(t)
S U —
q(t)
Fig. 1-15: Courants et tensions dans le circuit fermZ en convention rZcepteur.

Les grandeurss, i et q dZsignent les valeurs instantanZes des tension, courant et charges qui
oscillent autour de la valeur 0. LOZtat du circuit ~ un moment dzstrdonnZ soit par la valeur de la
chargeq(t) du condensateysur IOarmature dOentrZe dans la convention rZceptéiQouranti(t)

qui circule, les deux grandeurs Ztant ligas: i(t) = % :
En ne gardant que la charge, I0Zquation diffZrentielle sOZcrit
d? 1 d?
—?+—q:O _9+"02q:0
(1.74) > C ou dt

en posant” , = . L'Zquation cidessus a pour solution
°" /ALC

(1.75) q(t)=Q, COS(! JdF" 0) dans laquelle Qet! ( sont dZfinis par les conditions initiales.

n

o correspond " la pulsation du dZplacement des charges dOun plateau "~ IQautre du condensateur.

En choisissantt = 0, IQinstant oe le courant est nul et la charge est Zgal®, "on a

q(t) =Q, cos{/ t)

La tension aux bornes du condensateur est donnZe par

U (t) :% = U, cos(! o)

Le courant est donnZ par

: d : #
|(t):d_?:! " Qs sm(" Ot) =1,cosg,’ 0t+§2

Le courant et la charge du condensateur sont dZphasZs de !/2. LOamplitude de courant (ou valeur
Q
VL

1.9.1.2. ASPECT fNERGfTIQUE.

maximale) est Zgale 1,=! ,Q,=

LOZnergie est sous forlectrostatique dans le condensateur, et magnZtique autour de la bobine.

L'Znergie du champ Zlectrique du condensateur varie dans le temps avec IOZvolution de la charge
2 2
T_. %
e, (t)=1—=1=2cos(/
s () =35 =12 o0 (! o)

LOZnergie du champ magnZtique de IQinductance varie avec 10intensitZ d)courant
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Cpugn (V=1 Li* =1 L(~0,0, sin(,7))]

. Q) r . 2 )
Cpagn (1) =F Li* =4 =2 sin(wt) Loy=L—=—
ou encore C [ :I (en utilisant la relation LC C),

Les deux formes dOZnergie sont ZchangZes pZriodiquébirergie totale reste constante.

Qo

Coorate =Cotec ()T €, () =3 =—=const

Dans les systsmes rZels, IC)osciIIation est attZnuZe progressivement par pertes d'Znergie par effet
Joule dansds rZsistances qui ne sont jamais nulles.

1.9.1.3. ANALOGIE fLECTRO -MfCANIQUE.

Il est intZressant d'Ztablir des analogies entre systeme Zlectrique et systeme mZoceDiegte
particulisrement utile dans les systemes mixt8sivant le syst'me " analyser, il estgsible dOutiliser
une analogie directevifesse! courant Zlectrqu)eou indirecte(vitesse! tension Zlectrique [) Page
internet de IOUniv. Du MaisLe tableau capres rZsura la correspondance @malogiedirecte.En
utilisant cette analogie, il est parfois possible et plus simple de modZliser un systeme mZcanique
complexe par un ensemble d'oscillateurs Zlectriques couplZs afin de dZcrire son comportement.

Systeme mZcanique Systeme Zlectrique

~

fcart par rapport ~ la position dOZquilil Charge Zlectrique sur le condensateift)

(Zlongation): s (t)

Vitessev(t) IntensitZ du courant dans le circigt)

Masse en mouvement Inductancel de Oinductance

Raideur du regst K Inverse de la capacitii condensateur 1/C
ForceF DiffZrence de potentiel (ou tension Zlectriqui)

1.9.2. CIRCUIT fLECTRIQUE OSCILLANT AMORTI

ur up

(1)

C 1 luc

Q(U+ + +

Fig. 1-16 :  Circuit Zlectrique R-L-C (tension reprZsentZes en convention rZcepteur)

Dans le cas de l'oscillatediectrique amorti (circuit f2-C), on obtient une Zquation analogue "
celle dOun systeme mZcanique, la force de frottement visqueux correspondant " la ddp aux bornes de la
rZsistance R. En supposant qu®" IQinstant initial le condensateur contient enécleargue 1Oon
ferme le circuit ~ cet instant, en appliquant la loi des maillgs+ v, + v. = 0 ona:
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a76) LY riv 4 0.
dt C

En exprimant le courant i en fonction de la charge, on ohtient

2 2
1 R 1
2.77) Ld—?+Rﬂ+—q:0 ou d_?+_ﬂ+_q:0
dt da C dt Ld LC
On trouve donc une Zquation diffZrentielle identique ~ celle obtenud@oscillateur mZcanique
dzq

(1.78) +2ﬁ% +w,°g=0

dr*

R " [—
avec f3 = 5L et 0—}/@.

De la meme fason que dans le cas de IQoscillateur mZcanique, on cherche une solution sous la
forme g(t) = €" eton obtient IOZquation caractZristique

r+2Br+w,” =0.

Par un raisonnement identique, on ebtiles 3 rZgimes en fonction de la valeur de la rZsistance R
pseudopZriodique, critique et suramorti. Dans le cas courant du rZgime pseudopZriodigue, la charge
varie donc dans le temps suivant |Oexpression

q(t) = Q, e” cos(a)pt+(p0)
ou,si"t=0q(t)=0etit)=0g(r) = O, e cos(a)pt).

LOscillateur est caractZrisZ par le coefficient de qualitZ dZfini prZcZdemment, soit ici

Q=Lw0= 1 =l£
R RCw, R\C’

Le rZgime pseudopZriodique appara®s+ 1.

LOaspect ZnergZtique appara’t si on multiplie IOZquation diffZrentielle en courant par i

Lﬁ i+ Ri* + ii = 0 ou en encore en tenant commple la relation = @:
dt C dt
2
ALy, 1) __gp
dr\2 2C

2
En rZZcrivant sous la forrm‘é(%Li2 + %%) =—Ri* dt , on voit appara’tre |Daspect ZnergZtitue

variation de IOZnergie totale de I(N)ggcillateur (Znergie magnZtique + Znergie Zlectrique) pendant un
intervalle de temps dt est Zgale " I0Znergie peatueffet Joule dans la rZsistance.

~

On voit ainsi quOon peut traiter un oscillateur Zlectrique de fason analogue ~ un oscillateur

mZcanique en utilisant les correspondances suivantess> m , R< h, yC < K
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Les autres grandeurs sont rZsumZes dans le tablapuss.

Grandeur Oscillateur mZcanique Oscillateur Zlectrique
Pulsation propre de IQoscillatg K 1
non amorti W, = m c
Pseudo pul~satiqn (ou pulsat_i( K i 1 R\
propre de IOoscillateur amorti) w,= Z_ e L_C_(Z)
Coefficient dDamortissement ,_h R
2m 2L
Facteur de qualitZ lm L, 1 1L
h R RC", RYC

Analogie mZcanique B Zlectrique

1.9.3. OSCILLATEUR fLECTRIQUE EN RfGIME FORCf
1.9.3.1. CircuIT RLC ALIMENTf PAR UNE TEN SION SINUSOIDALE

Un exemple de circuit Zlectrique oscillant forcZpegsentZ sur le dessinapres: une boucle RLC
alimentZe par une tension dOexcitatiola derme €(t) = E,, cos(/ t) .

i(t)

:,__Jwvm_q -

u R(t) T L(® ucl)

Ie(t)

Fig. 2-12 : Circuit R-L-C excitZ par une tension e(t).

Exprimons & loi des mailles appliquZe ~ ce circuit pour la cha’mgeantaan(t) du condensateur

d’q dq 1 dzq R dq 1
1.79 L— + R— + —qg = e(t) ou —- —_ + — ——e
(1.79) dr’ a Tt T et Tt e @

d’q dg 2 1 R 1
ou encore avee— + 20— + w = —e(t)avech=—cetw, =,—.
e TP g T @od = peavecf=o ety =4 e

s s o S
Remarque LOZquation diffZrentielle pour le cours@bbtient par dZrivationi € d_ctl ):

d’i 1 de(t)
Ll pti=—20
dr’ ﬁ Q=T
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En utilisant 1Oanalogie avec les systemes mZcaniques dZcrits plus haut, nous pouvons Zcrire la
variation de charge du condensateur sous la fog(® = Q(w) cos(wt + (p) en rZgime

permanent. Q(), IOamplitude de la charge qui circule est Zgale *

(1.80) Q(w) =

L\/ a)o 2/3’(0)
La tension aux bornes du condensateur varie suivant

Q()

uC(t)—— (t)= cos(wt+9(w))

d du
Le courant sQobtient en utilisant la relatign=— el Cd—C:
t

dq(®)

i(t)= =wQ(w)sin(wt+p(w))

1.9.3.2. RfSONANCE fLECTRIQUE

Le circuit RLC se comporte de fason analogue " 'oscillateur rchanique. La coencidence entre la
frZquence d'excitation et la frZquence propre se traduit par un phZnomene de rZsonance.

o) _ o
Gon [0 =) + (2o

IGamplitude de la tension aux bornes du condensateur sous Id/Teur@eEm . La variation deQ en

Introduisons le termeQ(w) = ;. on peut alorsZcrire

fonction de" est identique " celle de IOamplitude relative de IQoscillateur mZcanique.
E tres basses frZquences, IQinductance nOintervient pas, et la Hdmasxdu condensateur tend

. .~ .. - A w L .
vers la tension dOexcitation. E la rZsonahce"(g), on aQ(w = w,) = ﬁ = on et la tension

. L
passe par un maximur(w = w,)=V_ =E .on.

exc

L 1 |[L - e s s s
Le terme on = E\/; correspond au coefficient de qualitZ dZfini prZcZdemment. On a donc

E . =E,_.Q,.. Cette Zcriture explique le terme deeffident de surtensionutilisZ pour le
coefficient de qualitZ dOun oscillateur Zlectrique.

o 5 S - R
De maniere identique au cas mZcanique, on dZfinit la bande pass8d@ "Aw_,,, = I En

R 5 . S . .
remarquant qQUAw , , = z= 2$, on dZduit une autre Zcriture pour le coefficient de surtension
wres
(181) qurt = Qqual =

A s

Le coefficient de surtension peut donc stre ZvaluZ de 3 fasons

- par la mesure de la constante de tengpsiOamortissement des oscillations libres

T

Qqual = ﬂ:? ’

p
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- par la mesure de la largeur ~ 4mauteur de la courbe de rZsonance en puissance absorbZe
I

Qua =
qual "y !
T2

. . E
- par la mesure de la surtension aux bornes du condensateur ~ la rZso@gngg% .

exc

1.9.3.3. RfPONSE D@ON OSCILLATEUR ELECT RIQUE LINEAIRE & UNE EXCITATION
NON SINUSOIDALE

L'Zquation diffZrentielle de l'oscillateur s'Zcrit dans ce cas :
d’s ds 1
1.82 —+2! —+" *s=—f(t),
(1.82) dt? dt °" K ®

les constante$ et K dZpendant du systeme considZrZ.
Pour un circuit (R, L, C), la grandeur f(t) serait une tension et on aurait
R 1
(1.83) = =" = et K=L.

2L’ \LC

La rZponse ~ un Zchelon de tension f(t) =0 pour t $ 0 et f(f) = A pour t >0 est Zgale " :
(1.84) qg=0qt

n 2
L 0
0° g1, solution de I'Zquatiosans second membre, correspond au rZgime transitoire.

Nous reprZsentons-aprss le rZgime transitoire pseudopZriodique pour Q>1/2 (a) et le rZgime
apZriodique pour Q<1/2 (b)

temps

temps

(b)
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Fig. 2-13 : RZponse d'un circuit RLC ~ un Zchelon de tension pour (a) Q> " et ( b) Q<1/2.

_La rZponse " une excitation pZriodique (non sinuso-dale) est obtenue en remplasant f(t) par une
sZrie de Fourier. Dans le cas d'un systeme linZaire, on peut traiter indZpendamment chaque
harmonique de la force d'excitation.

1.9.3.4. LA PUISSANCE DANS UN CIRcUIT RLC

La puissance instantanZe dans un circuit Zlectrique est Zgale au produit courant x tension. Le meme
raisonnement que celui rZalisZ pour les oscillateurs mZcaniques montre

- qu” la rZsonance, I'Znergie stockZe est maximale,

- qu” la rZsonare le circuit est passif, toute I'’Znergie fournie est absorbZe par la rZsistance et
transformZe en chaleur,

- qu'en dehors de la rZsonance, le circuit est 'rZactif' : il y a Zchange d'Znergie entre le circuit et la
source. Une situation donnZe est carasf&ripar lecos(! ), ! Ztant le dZphasage entre le courant

dans le circuit et la fZm d'excitation.

1.9.4. OSCILLATEUR AUTO-ENTRETENU

Un oscillateur peut commander Joieme la source dOZnergie qui IQalimente, on dit alors quOil est
autoentretenu. COest le casrddcanisme dOune horloge ou dOune montre mZcanique. Le systeme se
stabilise dans ce cas sur la frZquence propre et donc, on observe une rZsonance. Le principe gZnZral es
montrZ sur le schZmaapres.

Energie . .
Source d’énergie > H Energie fournie

| OSCILLATEUR

3

Rétroaction signal de
synchro

Fig. 2-14 : Principe dOun oscillateur auto entretenu.

LOoscillabn dans les circuits Zlectriques est utilisZe pour gZnZrer des signaux pZriodiques.

_ ConsidZrons un oscillateur Zlectrique en rZgime forcZ. Comme pour IQoscillateur mZcanique, la
rZponse est infZrieure ou supZrieure ~ |Oexcitation suivant la frZquentie-die ¢
(1.85) U=GU,

N

s - L F .
G est I0Zquivalent du coefficient de transmis&ios —* de la relation (4.22).
1

Il est toujours possible dOintroduire une rZaction de la sortie sur IOentrZe (une rZtroaction).



J. F.- Vibrations et Onde®1 : Oscillations de systemes " 1 d8lp 1- 47

U U
E1 e G US_>

B |«

Fig. 2-15 : Amplificateur Zlectrique avec rZtroaction.

Dans ce cas la relatiomtee la tension dOentrZe et la tension de sortie devient

(1.86) U=GU =G(U, + BU,)
ou encore U, = _G U,
1 - BG
La rZtroaction confere ~ IOamplificateur un gain apparent donnZ par
G

(1.87) Gy = , G, Ztant le gain en boucle ouverte.

1 - BG
Il appara’t donc que $iG est positif et infZrieur ~ 1, le gain en boucle fermZe est plus grand que
G ; la rZaction est OpositiveO.

Un cas limite se prZsente quaB@ est Zgal ~ 1. Il en rZsulte un gain en boucle fermZe infini. Cela
signifie en pratigue que meme avec un signalasiment nul ~ 1QentrZe, la sortie est finie.
LOamplificateur fonctionne alors en oscillateur. Cet oscillateur peut fonctionner si une source
dOZnergie y est introduite. Un ZIZment supplZmentaire doit fixer la frZquence de fonctiofiGerhent.
est la condion dQoscillation. En pratique la puissance de sortie est limitZe par IOZnergie apportZe par
|@alimentation.

1.9.4.1. OSCILLATEUR ELECTRIQU E DE RELAXATION

Il existe des dispositifs dont I'oscillation n'est pas du ~ une action de rappel vers un Ztat d'Zquilibre,
mais dZpend de fason plus complexe des parametres du mouvement. Ce sont les oscillateurs dits de
relaxation dont un exemple est le circuit Zlectriquapees BruneauxMatricon-p46].

ampoule au C ampoule au

néon —— néon
(éteint) @ (allumé)

tension

temps

Fig. 1-17 : Oscillateur de relaxation - exemple Zlectrique. Circuit et Zvolution de la tension

Dans I'exemple eilessus, I'ampoule prZsente une rZsistance trss grande en dessous d'un seuil de
tension, le condensateur peut donc se charger. Lorsque le seuil de tension est atteint, la lampe devient
conductrice et le condensateur se dZgphadre cycle recommence ensuite.
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1.9.5. IMPfDANCE
1.9.5.1. IMPfDANCE fLECTRIQUE

La notion d'impZdance est trZs utile pour la description des circuits Zlectrique alimentZs par des fZm
sinusoedale€onsidZrons le circuit ZlectriquelRC ci-apres.

v R v
_i B
L R 1c
N\
@,
e(t)

Fig. 2-16 : Circuit oscillant R-L-C excitZ par une tension sinusosdale e(t)

Le gZnZrateur dZlivre une tension de la forf = E,
dans le circuit, en rZgime permanent est de la foifnp = I cos(wr+ ). Il est commode de
dZcrire le comportement du circuit en considZrant une emoitsdous la forme complexe
e(t)=E,,. [cos(a)t)+jsin(a)t)]=U e . Pour obtenir la rZponse du circuit * une excitation en
cos, on prendra la partie rZeIIe,Vet pour une excitation en sin, on prendra la partie imaginaire de la
solution. LOavantage de cette mZthode est que la dZrivZe etl®idangriOZquation diffZrentielle du
circuit

cos(a)t) . Nous avons vu que le courant

exc

L4940, R+%f()dt i(r) = e(r)

dt

correspondent ~ des multiplications par des nombres rZels ou imagin&iessrZsulte donc une
Zquation algZbrique facile ~ rZsoudre. Il devient intZressant Zgalement dOutiliser Ie%pporl’
appelZ impZdance Chaque ZIZment du circuit est caractZrisZ par une impZdance
Z, =joL,Z,=R,Z. = _—é En utilisant cette notion, I0Zquation diffZrentielle du circuit devient
)

Ztant appelZ

ok« &=Ll i) o) ou 2, i60= <), 2o - |Rffur-L]

impZdance du dip™le AB.

wL-

wC

La grandeurp = artan correspond au dZphasage entre le courantldatip™le et

la tension appliquZe.

On utilise aussid grandeurlz =Y appelZe admittance. Z et Y peuvent toujours se mettre sous la
forme Z (ou Y) = a + jb.
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Iy iy
s <
o —e
up ’T‘ ’T u
*— —e
Fig. 2-17 : ReprZsentation conventionnelle d'un quadrip™le. wet i; : tension et courant

pour les bornes d'entrZe ; u, et i, : tension et courant pour les bornes de sortie . Par
convention, les courants qui entrent dans le quadrip™Ile sont positifs, ceux qui en
sortent sont nZgatifs.

Dans le cas d'un quadrip™le, on dZfinit les impZdances suivi@ditapZdance d'entrZe ~ sortie
[1] % . . . . _
ouverte : Z,, = iﬂ , I0impZdance de sortie ~ entrZe ouveig, : = [M_zz] , I0impZdance de
;=0

ll &-2=0 l i

~ ~

transfert sortie ouverte :

~ u ~ . ~

entrZe ouverte Z, = |- et lIOimpZdance de transfert

12 l
2 1i=0

. Le quadrip™Ie peut donc stre reprZsentZ par une matrice impZdance [Z] :
i,=0

Z, Z ~ _ .
[Z] = [Z“ le}, ce qui permet dOugigr une notation matricielle pour Zcrire la transformation
21 22

L

du couple{u, i} : [”z} - [7]

2

1.9.5.2. ASSOCIATION DAMPfDANCES

3 LOutilisation de la notion dOimpZdance est pratique pour IOgnaIyse de IaNerovnse des circuits
Zlectriques ~ une tension appliquZe. Lorsque les dip™lesassoriZs en sZrie, IOimpZdance de
IOensembler£st la somme des dip™les

Z, = Z,+Z,+Z, ... Dans le cas dOune association de dip™les en parallsle, ce sont les
admittances qui sOadditionnent pour donner IOadmittance rZsultante

Y, = Y +Y,+Y, ...
Appliquons la notion dOimpZdancecaauit R-L-C de la figure 2.15.

o 1 . ;
i() = I e ™ = — U_ e™ avecZ,, = joL + R - L |
exc AB
Z.g wC

~On en dZduit les expressions pour |Qamplitude de courant | et le dZghgsageapport
IOexcitation e(t)

: R

(1.88) I = exc et @ = arctan| wCT .

e fore )
R + |woL-—
wC

ConsidZrons maintenant un circu RC parallsle (figure ciapres).
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e () B

B

Fig. 2-18 : Circuit R-L-C parallsle

En appliquant la loi des niuds on obtient

i(t) = (YL+YR+YC) et) = % + j"C# LL? e(t) quOon peut encore Zcrire
i(t) =1 e e"=VY,E, ¢ée"
En Zcrivant ¥g sous la forme a+jb, on obtient |let
n . 1 0/
1.8, 17 $ e
(1.89) I = Ugye -4l + g’C#—z et ! =arctang————".
R 0 "L $ '
¥R g

Pour la valeur particuliere de pulsatioh = ", = }/\/E on al =% et " =0, ce qui
signifie que IQinductance etlendensateur se compensent mutuellement. Aux frZquences tendant vers
0, IOinductance appara’t comme un egitetiit; aux frZquences ZlevZes, on observe la meme chose
mais "~ cause du condensateur.

ConsidZrons enfin le circuit suivant dans lequel le cosatenr est en parallsle avec IQinductance
et la rZsistance en sZrie.

e® O

L

B

Fig. 2-19 : Circuit RL en parallsle avec un condensateur
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Le circuit est constituZ de 2 branches dOimpZdafgess R+ j"L et Z. = JLC Dans ce
cas ce sont les admittances qui sOajoudpt = R%jl_ + |" C ou encore
A8~ Ij J#LZ *#C = 5 I 2 T j#C
R+ (#L) <g ()
» R
("L)* . _ ioe. . R 08, 1!
Dans le as—— >>1, I0admittance du dip™le sQ2¢jt = >+ ] C#”—z.
R ("L) 0 L

A s x i , . R , .
A la OrZsonanceO |Oamplitude de courant dévient—-, soit une valeur faible, avec un
"L

dZphasage nul, ce qui vaut ~ ce circuit le nom de Ocircuit bouchonO.

1.9.5.3. IMPfDANCE MfCANIQUE

La notion d'impZdance bien connue enctieitZ peut stre Ztendue aux systemes mZcaniques.
Rappelons d'abord l'analogie entre la relation entre

- la tension Y aux bornes d'une inductance et la dZrivZe du courant qui la traverse d'une part,

- la loi de Newton d'autre part :
di dv
U = L— analogue”F = m—
: dt dt
De meme, il y a une correspondance entre

- la loi entre la tension yaux bornes d'un condensateur et la charge Q stockZe et

- la relation entre la force de rappel d'un ressort et son allongement :

c

U, = %"idt analogue "F = K "vdt.

Par analogie avec les systemes Zlect®&jwn peut dZfinir une 'inertanc?'par I'expression :
Z=j"m
ainsi quOune 'Zlastance' ou Zquivalent mZcanique de la capacitance, soit

w1 og WK
cx ¥

Une autre analogie existe entre un coefficient de frottement d'amortisskereenine rZsistance

Zlectrique R. En utilisant la notion dOimpZdance, et en prenant comme variable la vitesse
ds

= Z,.

:—:j"

S, I'Zquation dynamiquen8+h$+Ks=F, de IQoscillateur mZcanique forcZ peut se

dt
mettre sous la forme
(. ." K % . . .
(2.90) F :;h+ Jg‘n’ ! ,—'&V on obtient la relation fondamentale suivante :

(1.91) F, =2 v,
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2
K& - N S a . ,
(1.92) Z = \/(h)z +§m " ,—2& Ztant I'impZdance mZcanigiee|Ooscillateur amorti.
Remarque La notion d'impZdance n'est pas tres utilisZe en mZcanique ; cependant c'est une notion

utile lorsqu'il s'agit d'analyser un systeme mZcanique vibrant couplZ ~ un systeme Zlectrique (haut
parleur, transducteur piZzzedrique, ..).
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1.10. ANNEXES

1.10.1. Al -TABLEAUX RfCAPITULATIFS

1.10.1.1. CORRESPONDANCE ENTRE LES DIFFfRENTS TYPES D@OSCILLATEURS

Oscillateur masseessort | Pendule de torsion Oscillateur Zlectrique
parametre Elongation s Angle, Charge q
Vitesse vibratoire § i Courant i
Oinertie® Masse m J L
Composant de rappg RaideurK Raideuren torsionC 1/C
Rappel F=IKs "C # _/
u=/c
Energie (potentielle 1 5 1., 1 2
EKSnax Eclmax E C Unnax
Energie (cinZtique 1 1 - 1
g ( q ) ~m V2 - J (373 - L |2
2 2 2

1.10.1.2. OSCILLATEUR MfCANIQUE LIBRE A 1DDL : LES PRINCIPAUX PARAM fTRES.

Parametre Sym| UnitZ Expression
bole
Force rZsultante F N 2
F=m33- n %) ks
dt dt
flongation S m gt) = A exd" #t) COS{($pt+‘Vg)]
Coefficient de h | kg.s' Ferot
frottement h=!—
vitesse
_Coefficient " st h
dOamortissement om
. S . —
Coefficient de qualitz| ! Q=2 En'ergledel osmllatelilr. w1 K
EnergieperduesurunepzZiode h
Pulsation, Frzquence| m, ,|radis |~ [K P T =
PZriode propre fo, Hz 0 m’ o#  o#\m’ ° 0
To
Pulsation de " st

e _ / 1 fK :

IOoscillateur amorti g w,= Jwg -p = w, [l-—5=—- h -

(pseuddBpulsation) 40 m 4m
w 27

frZquencdpZriode el T, | s )
pZriode propre de | ¢ f, = —=.T, = —
p

R . 2 ? w
IOoscillateur amorti p
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DZcrZment
logarithmique

_BT -1 s(1)
0=/, n(s(t+Tp)

1.10.1.3. OSCILLATEUR MfCANIQUE FORCT :
Grandeur Symbole | UnitZ Relation
Force rZsultante F N 2

F=md 5=y n®) kseF cos(! 1)
dt dt
Elongation instantanZzg S m 1) = X(*) COS["t + #(" )]
enrZgime permanent
Amplitude X m X(! ): Foc :
\/(! m ?+K) +h? 2

DZphasage de la ! rad ) mogm o
rZponse par rapport " !'(")=arctan T 21K &
IOexcitation '
Pulsation propre, wo, T rad/s , s

FrZquence propre

) \/? "o 1 [K
0=al— . fO = Y=_"_|—
m 2# 2#\m

1.10.1.4. OSCILLATEUR fLECTRIQU E

Grandeur Symbole | UnitZ Relation
Amintude de Cbarge Q(” ) C /)= Eexc
en rZgime forcZ QU )= 2 >

L\/(/gi 12 +(20m)
Largeur du pic de "Heaw | HZ R _
rZsonance A gy = r B
Coefficient de Q, 0 0 ,,
surtension surt = Lqual = Aw

-3dB

ImpZdancelu circuit | Z Ohms ]
sZrie R+ "L #52

"C
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1.10.2.  UTILISATION DES NOMBRES COMPLEXES EN PHYSIQUE DE VIBRATIONS.

1.10.2.1. NOMBRE COMPLEXE

A
y

Partic imaginairc
o

Partie réelle

Fig. 1-18: ReprZsentation d'un nombre complexe par un point P(a,b) dans un plan .

Les nombres complexes sont tres utiles pour traiter les problsmes de vibrations et d'ondes. Un
nombre complexe est l'image dans le plan d'un point P. L'abscisse correspond ~ la partie rZelle ;
l'ordonnZe correspond ~ la partie imaginaire.lombre s'Zcrit :

Z=(a,b)=a+jb (forme algZbrique), avep un nombre imaginairetel que j° = -1 (en

maths on utilise en gZnZrdi Tla place dej] ), aveca=p cog6), b= psin(6), ou encore :

a=Re[z] la partie rZelle du nombre @t= Im[z] la partie imaginaire.

La correspondance entre nombre complexe et point dans un plan permet:d'Zcrire

Z=p [COS(Q) + sin(@)] (forme trigonomZtrique du nombre complexe z).
p = Va’+b’ estlemoduledu nombrez ,

6 = arctan(é) , dZfini ~ 2! pres est IOargument (phasé de z.
a

Les opZrations sur les nombres complexes sont identiques " celles sur les nombres rZels, avec en
plus le nombre imaginaijedZfini plus haut.

Il est parfois utile de considZrer le conjuguZ dOun nombre complexe donhZoparz(* ) :
T=x-jy=pe’ =p [cos(@) —j sin(H)] =p [cos(—@) +] sin(—@)] _

On montre que lesombres complexes permettent d'Zcrire la relation suivante (relation d'Euler) :
e’ =cosf+ jsing .

Il en rZsulte la forme exponentielle de I'Zcriture d'un nombre complexe :

Z = p e’ ondZduit de la relation d'Euler quéj:E =j et =-1,

Somme produit etquotientde 2 nombres complexes
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o S j o Sy jé
Soient les 2 nombres complexed =@t/ bi=pie™ o 2, =a,+jb,=p,e™

La somme de ces 2 nombres est Zgale "
2 +2,= (a+a,)+j(b+b,)

Le produit et le quotient sOexpriment facilement " partir de la forme exponentielle

-~ 9+9 ) Zl pl 9 9
Z1~Z2 pipe T ot = i~62)
2y pz

1.10.2.2. MOUVEMENT CIRCULAIRE ET OSCILLATION.

Un mouvement dOoscillation harmonique prZsente une analogie avec les mouvements circulaires.
ConsidZrons la figure @pres.

R
>

O Partic imaginairc '

Fig. 1-19: Correspondance entre un nombre complexe et le plan.
La figure reprZsente un vecteur tourndht , de module- (‘OP‘ = P) " une vitesse constante

0 = ? dans un plan xOy. LOextrZmitZ P du vectBrdZcrit un cercle. En projetalP sur les
t

axes Ox et Oy, on peut Zcrir©P = OA + OB avec:

‘ﬁ‘ = p cos(0) et ‘FB‘ = p sin(6).

Cette reprZsentation est dite de Frenel ou du vecteur tournant. On peut IQutiliser Ernteepi?
mouvement dOoscillation harmoniqsfe) = A, cos(w,t + ¢,) si on remplace par w,t + ¢, et -

par le terme dOamplitude. A

Le vecteur peut stre reprZsentZ par le nombre complégeque

(1.93) Z = p [cos(@) + sin(@)] =pe’

On voit alors que |Oexpression dOun mouvement oscillatoire harms(ni)qu:e A, cos(a)ot+cp0)

correpond " la partie rZelle dOun nombre complele module p = A, et dOargument
0 = wit+g,. LOoscillation harmonique peut donc sOZcrire en utilisant les complexes

(1.94) E(t) = AO e.i(w0t+(po).

Avec cette notationon& = jo 5ets = jo . jo § = - o 5.

En pratique, on peut donc mener les calculs en utilisant la notatioplexe, et revenir aux rZels
la fin. Cette approche est tres fructueuse en analyse de vibrations.
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1.10.3. - EXEMPLES DE SYSTEMES MfCANIQUES OSCILLANTS fQUIVALENTS AU
SYSTEME MASSE-RESSORT

1.10.3.1. INTRODUCTION

De nombreux systemes mZcaniques se comportens@itiateur harmonique simple. L'oscillation
est provoquZe par des actions dynamiques sur des ZlZments prZsentant une position d'Zquilibre
statique. L'oscillation peut avoir lieu avec des parties rigides ou en dZformation. D'un point de vue
technique les gcillations peuvent stre :

- nuisibles (source de bruit, d'usure, ..) ou
- utiles (transfert d'Znergie).

1.10.3.2. EXEMPLES D'OSCILLATEURS MfCANIQ UES . SYSTEéMES EN TRANSLAT ION

Tout systeme constituZ d'ZIZments Zlastiques et de masses localisZes se comporte comme le
systeme masseessort examinZ dlessus. C'est le cas lorsque I'axe de l'oscillateur n'est pas horizontal.
Dans ce cas le poids des corps en mouvement et l'orientation de I'axe dZterminent une position de
repos dans laquelle le ressort est dZformZ. @ests Zgalement si le ressort est remplacZ par une
poutre Zlastique .

Le systeme masseessort est utilisZ dans tous les problemes de suspension Zlastique. Dans ces
situations, la notion de dZflexion statique sous charge nominale est utile. Il slagitZdermation ds
du ressort sous le poids d'une masse m.

Kegds =Mg ou ds=Mg/k.

OO
7
Z
7 :
7000
7 )
S
Fig. 1-20 : Systemes " 1 degrZ de libertZ : masse+ressort dans diverses positions . Le

comportement dynamique est indZpendant de la position.
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m
tige de section S

L
/ et de module d’Young E

Fig. 1-21:  Systemes " 1 degrZ de libertZ : Masse accrochZe " une tige Zlastique.
Le systeme montrZ alessus constituZ dOune masse M accrochZe "~ une poutre verticale de masse

m (en extension) est Zquivalent ~ un oscillateur masssort avec une constante Zquivalente de rappel

m

E 5
= TSet une massegtivalente M,, = M + 3

eq

poutre élastique

section rectangulaire

NN y

<« B—»

Fig. 1-22:  Systemes " 1 degrZ de libertZ : Masse M au bout d'une poutre horizontale de
masse m.
Le systeme cidessus constituZ dOune masse accrochZe ~ une poutre horizontale (en flexion) est
3 EI

Zquivalent ~ un oscillateur massessort avec une constante Zquivalente de rafipel = i

H’ s m
et une masse Zquivalentd,, = M + 7

avec [ =

1.10.4. OSCILLATIONS ANGULAIRES : SYSTEMES EN ROTATION AUTOUR D'UN AXE FIXE
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1.10.4.1. PENDULE PESANT COMPOSf

Fig. 1-23: Pendule pesant.
Le pendule pesant est constituZ dOune masse rZpartie. La force de rappel sur le pendule ZcartZ de s
position d'Zquilibre est Zgale ~ m g sin %. L'Zquation de mouvement est olypamntiredu principe
fondamental de la dynamique des corps en rotation : Moment des forces par rapport ~ I'axe de rotation

= produit du moment d'inertie par I'accZIZration angulaire; soit
2"

(2.95) | F+mgLsin, =0

o+ | est le moment d'inertie (des forces s'appliquant au centre de gravigd@)des oscillations
mgL
E

Remarque Si la masse est concentrZe en G, dn & mL? et on retrouve la pulsation du pendule
simple.

de faible amplitudga pulsation est Zgale” , =

1.10.4.2. PENDULE DE TORSION

AL .
Tige
cylindrique de
diametre d

Disque de rayon

\J et de masse m

Fig. 1-24 : Disque plein suspendu ~ une poutre, en rotation dans un plan horizontal. # est
IGZlongation angulaire (ou angle de rotation du disque)

ConsidZrons un systeme constituZ dOun disque rigide, fixZ ~ un support considZrZ indZformable "
IGaide dOaige Zlastique. Le disque est solidaire de la tige. Le mouvement de rotation du disque dans
son plan se traduit par une Znergie cinZtique de rotation pour le disque et une Znergie potentielle de
torsionpour la tige. La tige est assimilable ~ un resspital et se caractZrise lorsquOil est dZformZ en
torsion par une raideur en torsion C [N:fhdnalogue "~ la constante de rappel en translation dOun
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n 4

avecG = L , le module de Coulomp

2(1 + )
( # 0,3 est le coefficient dPoisson. Le disque plein (Zquivalent de la masse du systeiip g8

ressort ~ boudin.On a (de la RdM) C =

. . N : 1
caractZrise par un moment d'inertie massifjue > m R’.

~

LOZquation du mouvement est obtenue ~ partir du thZoreme du moment cinZtique (dZfini par

rapport " la position d®Zquilibre) :
d’o d’o
-I — - C 6 = 0 soit — + w,” 0 = 0 avec o, = \/E soit la meme forme que
dt dt 1
pour un systeme en translation.

1.10.5. LEPISTON E AIR ET LE RfSONATEUR DE HELMHOLTZ

.

|
VA,;{%(////AN masse pouvant
S

glisser le long du
tube et modifier
la pression

V.p colonne cylindri-
7] que de volume V

et sous une pres- Ke qu
sion P

support
fixe

(b)

)]

Fig. 1-25 : Piston " air et son Zquivalent mZcanique. Le mouvement de la masse m sur
la colonne de gaz (a) est similaire ~ celui d'un oscillateur masse-ressort classique.

Un piston constituZ dOune massappuyant sur une colonne de gaz est Zquivalent ~ un oscillateur
du type mK. Soit S la section de la colonnd.a variable du mouvement est le dZplacenede la
massem. Dans I'hypothese o 'amortissement est nZgligeable, il n'y a pas de dissipation d'Znergie. La
compression est adiabatig(pms d'Zchange de chaleur avec I'extZrigtifY quation de Laplace

(1.96) P V7= Const

. C . .
peut treappliquZeos . estle rapportC—P du gaz,Cp, la chaleur spZcifique " pression constante
Vv

(indice P) et ” volume constant (indice V) €1,67 pour les gaz monoatomiques, 1,4 pour les gaz
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diatomiques). Pour de petits dZplacementsitour de la position d'Zquilibre, la force de rappel est
Zgale " :F,,, = 0p . u . Lavariation de pression est donnZe par :

P P P
1.97) 0p =-y—=0V=-y—=8u 6p =-y —0V
(1.97) op VV VV P VV

ce qui donne une force de rappel de

(198) F,_=0p.S =—)/§S2.u

rap
En appliquant la seconde loi de Newton ~ la mini colonne, on obtient :

d’ P s .
(1.99) m d—? = -y — s> u o on reconnait I'Zquation d'un oscillateur :
t

d*u 2 P S?
1.100) — + w, u=0 avec w, = .
( )dt2 0 0 y V m

On a pour le ressort Zquivalent, un&leurkeq:

y PS’
(1.101)K,, = v

On enconclutque le systeme eilessus se comporte en oscillateur de pulsation propre

2
(1.102) o, =~/KW/=‘/YPS .
m mV

Remarque : On peut aussi exprimer la pulsation en fonction du coefficient de compressibilitZ du

. ) ) 1 (dV 1 . . P
az (en conditions adiabatiqu = —— |—| =— ZtantdonnZ quép = -y — dV et donc
gaz ( ques) v ( dP) /P quep 14 v

1L

yP V 6P

Dans le cas o- le tube n'est pas fermZ par une nmasse a vibration libre de la masse de gaz
contenue dans le tubeZgonateur de Helmholtz). Le formalisme indiquZ edessus reste valable, il
suffit de remplacer la massepar la masse de uche d'Zpaisseur de gaz dZpldhtrZe du tube.

ConsidZrons le cas particulier d'un rZcipient cylindrique, de seSteinde hauteuH (figure)
disposant d'un goulot d'admission assimilable ~ un cylindre de sexctbrde hauter h (figure ck
dessous).
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2 Y Une perturbation ~ I'entrZe du rZcipient cause
dZplacement de l'air dans l'ouverture (le volu
s.h) , soitu ce dZplacement. En consZquence
pressionp dans le rZcipient varie dép. Cette
variation de pression entra’ne l'apparition d'
force de rappel qui tend ~ ramener la colonne
gazs.hdans sa position de dZpart (Zquilibre).

En supposant que le gaz est parfait, la varia

\Y; de pression est reliZe " la variation de volume
la relation
%!:!! !!!d—V! avec. = S :
P \ C,

v

Le dZplacement de la colonne d'entrZe cause la variation du volume disponible pour le gaz se
trouvant dans le rZcipient déV!=Isl.lu

On peut donc Zcrire I'expression pour la variation de preépion
— " P . —_ —_ " P 2
Iph=itl !V!su soit une force de rappel de,,!=!/ pl.Isli=!! | !v!s du .

En appliquant la seconde loi de Newton ~ la mini colonne, on obtient :

2
! !s!h!%h!!! !"!5!52!u! 0+ on reconnait I'Zquation d'un oscillateur :
2 I I .
d—? + a)02 u=0 avec/  I=!I "l Pis! =c!\/ = (ccZlzZritZ du son) .
dt V!1#lh V'h

1.10.6. LE PENDULE LIQUIDE

N PR I S.]-.-- y:O

s

\_/

Fig. 1-26 : Oscillation d'une colonne de liquide dans une tube en U.

Une colonne de liquide dans un tube en U se comporte en oscillateur. Soit le systleasusi
constituZ dOyn tube de section S, rempli dv(N)une colonne de longueur L dOun liquide deldensitZ
liquide est dZplacZ dOune hautepuis laissZ libre. La foecde rappel est constituZe du poids du

liquide dZplacZ, soit celle dOune colonne de hauteur 28°Iai de la dynamique sOZcrit
2

(1.103) M %“" =" 25 #S
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m = -SL Ztant la masse de toute la colonne\fzelongueur L qui se dZplace. Il en rZsulte un
8

5 > . = L
mouvement pZriodique de pdite de pulsatioff’0 ], etde eriodeT 27 Ag

1.10.7. LA LIAISON ATOMIQUE

ConsidZrons une molZcule di atomique, comme la molZcule dOhydrogene. Les 2 atomes sont
maintenus ~ une distance dZterminZe par un Zquilibre entre les forces rZpulsives et les forces
attractives Cette interaction se traduit par un potentiel pour les atomes, qui prZsente un minimum, le
systeme prZsentant alors une analogie avec une bille au fond dOuné.cuvette

m K m

CNVVWWWO

Potentiel

deq uil distance entre les atomes

. >

Les 2 atomes sont placZs dans un potentiel ¢
prZsente un minimum pour une distance donr

Une molZcule di atomique se comporte comr
un oscillateur mZcanique constituZ dmasses
reliZes par un ressort

Fig. 1-27 : MolZcule di atomique et son puits de potentiel

Les deux atomes de la moIZque di atomiqug M4, ...) sont maintenus ~ distance fixe par une
force de rappel analogue ~ celle dOun ressort dont on peut dZterminer lakralgetorce de liason

est dZrivZe du potentiel comme suit

d’v
F:_(dxz l:d) ('x_déquil)

équil

2
. N : - . - \%
ce qui correspond “ une raideur Zquivalente de ressort Zggzjgvz( 7 j
X
x=d,

équil

~ ~ ~ ~ 2 equiv
La modZlisation de IOoscillateur amene ™ une puslation donnZe par IOexpﬁ%ssiQE.
m

Dans le cas oe les atomes ne sont pas identique® (@ar exemple), la masse ~ prendre en
s m, m,
considZration estr,,, =———.
quiv
m, +m,

! Ondes et vibrations, M. Nicolas, Dunod, 2009, p 21



J. F.- Vibrations et Onde®1 : Oscillations de systemes ~ 1 dflp 1- 64

1.10.1. AUTRE EXEMPLE D@OSCILLATEUR : LA SEICHE DES LACS

On appdk seiche IGgillation du niveau de I'eau dans une baie ou un lac, provoquZe par une
diffZrence locale de pression atmosphZrique, ou par un vent localisZ sur un ¢c™tZ du plan dOeau
Lorsque la diffZrence de pression dispara’t la masse liquide oscillsatarasemble, un peu comme
IGeau dOune baignoire.

Vent

Fig. 1-28 : Seiche : Oscillation dOun masse dOeau (lac)

1.10.2. LES FROTTEMENTS EN Mf CANIQUE
1.10.2.1. FROTTEMENTS SECS

Dans les systemes chqniques, le frottement entre deux corps solides en mouvement, produit une
force proportionnelle ~ la rZaction du support. Cette force de glissement (dite force de Coulomb),
s'oppose " la vitesse mais ne dZpend pas dedielle

Fi == sign (v) u F,
avec | : coefficient de frottement etg-la rZaction normale du support.

L'Zquation du mouvement devient dans ce cas :

2
m % + ks — sign(vV) mF, = 0,
t

Il n'y a pas dans ce cas de solution analytique gZnZrale. On montre cependant que I'amplitude des
oscillations dZcro’t linZairemeatec le temps, que la pZriode des oscillations est la meme que pour
l'oscillateur sans amortissement. La position finale du mouvement, peut «tre diffZrente de la position
de repos. L'oscillateur s'immobilise des que I'amplitude devient infZrieure " unxgcat que pour g
la force de frottement Zquilibre la force de rappel.

4.

S| SNl

v

Fig. 1-29: Oscillation amortie par un frottement sec. La dZcroissance de IQamplitude est
linZaire.
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1.10.2.2. AMORTISSEMENT FLUIDE (OU VISQUEUX)

Dans un systeme mZcanique, les frottements secs peuvent tre pratiquement supprimZes par
lubrification adZquate. Il subsiste alors un amortissement par frottement fluide qui ne peut pas tre
nZgligZ. En l'absence de lubrification par un apport de subsliguige, le frottement entra’ne
l'arrachement d'une mince couche de matisre, qui crZe les conditions du frottement fluide. Il est donc
raisonnable pour les oscillateurs mZcaniques avec frottements d'introduire le terme correspondant dans
le bilan des fores. L'amortissement fluide ou visqueux se manifeste par une force proportionnelle ~ la
vitesse, de coefficieﬂt[N.s.rril] ;

(1.104) H =l hv . Le signe ) indique que la force est opposZe " la vitesse (et donc la direction du
mouvement).

Dans les systemes Zlectriggien trouve le phZnomene Zquivalent avec l'apparition d'un courant de
Foucault lorsqu'un conducteur se dZplace dans un champ magnZtique. LOZquivalent Zlectrique du

~ d :
frottement visqueux et la loi dOOIR, = R d_? = RI.

1.10.2.3. AMORTISSEMENT STRUCTURAL (OU HYSTfRIQUE)

Tout composat Zlastique (ressort, t™le, panneau, ...) dissipe de I'Znergie lorsqu'il est soumis ~ une
vibration. Dans un domaine limitZ de frZquence, le matZriau peut stre caractZrisZ par un coefficient
appelZfacteur de pertenotZd. On traite le probleme comme sjilavait un amortissement visqueux
en parallsle avec I'ZIZment considZrZ. On dZfinit un coefficient de frottement stringtugaiui
dZpend de la pulsation d'oscillation. Il existe en gZnZral un intervalle de fquUr%ﬂlcé lnaJ dans

lequelhsyyct peut tre mis sous la forme suivante :

(1.105) hy, =Kl—d :

1.10.2.4. FROTTEMENT DE NEWTON

Dans les milieux de forte viscositZ, la force de frottement est proportionnelle au carrZ de la vitesse.
LOZquation diffZrentielle rZsultante

d’s . !ds$
1.106)M—+h #—& +ks=0
( ) e z#dt{%

nOest plus linZaird nOy a pas de soloi analytique.

1.10.3. UN EXEMPLE D'APPLICATION DE MOUVEMENT VIBRATOIRE : LA MESURE DU
TEMPS.

On mesure le temps " l'aide d'oscillateurs dont la pZriode constitue I'Ztalon de durZe dont on
compte les rZpZtitions. Le premier Ztalon a ZtZ le jour solaire div&é& 489 secondes. On s'en sert
pour dZfinir une Zchelle temporelle de rZfZrence, le temps universel (TU). Les deux problemes
suivants apparaissent cependant.

¥ Une rotation de la terre ne correspond pas = une nombre entier de jours ; des corrections sont
nZessaires, ce sont les annZes bissextiles.

¥ La vitesse de rotation de la terre n'est pas constante. Sur une longue pZriode, la durZe d'une
journZe diminue " raison de 1 microseconde par siecle. A I'Zchelle humaine, la prZcision de I'horloge
solaire est dffisante. Pour mesurer de fason prZcise les phZnomenes atomiques et molZculaires, une
prZcision plus grande est nZcessaire.

Des 1930 est apparuébrloge ~ quartz qui prZsente l'inconvZnient d'une frZquence, et donc d'une
indication qui varie lentement avec le vieillissement du cristal.
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Pour les mesures prZcisesotloge atomique s'impose ; elle est basZe sur la vibration de la
molZcule de cZsium. Une nouvelleidifibn de I'unitZ de temps est devenue possible en 1967. La
seconde atomiqueest dZfinie comme la durZe de 9 192 631 770 pZriodes de la radiation
ZlectromagnZtique Zmise par l'atome de cZsium 133. Cette frZquence atomique a ZtZ choisie pour que
seconde daire et seconde atomique coencident. Plusieurs horloges atomiques fonctionnent dans le
monde. La moyenne de leurs lectures constittientgs atomique

1.10.4. LES OSCILLATIONS DU CORPS HUMAIN

Le corps humain est source et objet de vibrations. On pense natergllen clur. Les
solliciations extZrieures peuvent " certaines frZquences induire des vibrations de certaines parties du
corps qui peuvent alors entrer en rZsonance et produire des effets pathologiques nZfastes. En
modelisant de fason simple on peut iddigr quelques frZquences qui peuvent poser probleme

Partie du corps FrZquences genantes (Hz)
Thorax 377

Clur 4°8

Bassin 479

Tete 20" 30

Globes oculaires 60" 90

Extrait de Ondes et vibrations. Maxime Nicolas, Dunod, 2009, p 33



